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Przedmowa

Skrypt ztozony w rece Czytelnika, jest w duzej mierze zapisem
wyktadow z mechaniki ogdlnej (klasycznej), prowadzonych od wie-
lu lat przez Autora w szkotach wyzszych Lubelszczyzny. Zakres te-
matyczny opracowania obejmuje wybrane tematy (elementy) ze sta-
tyki oraz kinematyki, zgodnie z sylabusem przedmiotu ,Mechanika
techniczna”, oferowanego studentom | roku kierunku Mechatronika
w Wyzszej Szkole Ekonomii i Innowacji w Lublinie.

Skrypt sktada sie z dwdch gtownych rozdziatéw: ,Elementy staty-
ki” i ,Elementy kinematyki”, po ktérych umieszczono pytania spraw-
dzajgce wiedze, w formie testowej oraz rozwigzane przyktady zadan.
Kierujgc sie zawartoscig sylabusa przedmiotu, pominieto niektére
zagadnienia statyki i kinematyki; skrypt nie obejmuje tez zagadnien
dynamiki — trzeciego, waznego dziatu mechaniki (Rys. 1), omawia-
nych zazwyczaj na uczelniach technicznych w ramach odrebnych
przedmiotéw. Osobnym opracowaniem objeto tzw. case studies, czy-
li studia przypadkow, oparte na doswiadczeniu zawodowym Autora.
Opisy te nawigzujg do obliczen przeprowadzonych w ramach zlecen
Z przemystu, przy czym w trosce o dochowanie tajemnicy zawodowe]
nadano im forme uproszczong i nieco zbeletryzowana.

Ogodlna forma skryptu zostata tak pomyslana, aby Czytelnik byt
w stanie sprawnie i bez znudzenia przejs¢ przez podstawowe za-
gadnienia mechaniki z pominieciem przypisow. Przypisy z kolei majg
za zadanie utatwic gtebsze zrozumienie praw mechaniki, w zakresie
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objetym skryptem, oraz zachecenie do poszerzenia osobistej wiedzy,
miedzy innymi przez siegniecie do proponowanej literatury przed-
miotu. Ma to szczegdlne znaczenie podczas powtarzania materiatu
i przygotowywania sie do zaliczenia.

Rys. 1 Podziat mechaniki ogodlnej (klasycznej)



1. Elementy statyki
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1. Pojecia podstawowe

Wsrod pojec podstawowych, ktorymi postuguje sie kazdy kurs
mechaniki, nalezy wymienic:
przestrzen — przestrzen euklidesowa, czyli przestrzen trojwymiarowa;
czas t (czas absolutny) — pojecie podstawowe — zmienna niezalezna;
czas jest taki sam dla wszystkich punktow w przestrzeni i nie zalezy
od wyboru uktadu odniesienia;
uktad kartezjanski — prostokatny ukfad odniesienia, ustanowiony na
trzech wzajemnie prostopadtych wektorach jednostkowych (werso-
rach), tworzacych trojke prawg (prawoskretng);
masa — wspotczynnik charakteryzujgcy bezwtadnosc ciata;
skalar — wielkos$¢ fizyczna, do opisania ktérej wystarczy podac jedng
liczbe (wartos¢), np. cisnienie, temperatura.
wektor - wielkos¢ fizyczna, do opisu ktorej potrzeba trzech liczb'
(dtugosci rzutéw wektora na trzy osie prostokatnego uktadu odniesie-
nia), np. sita, predkos¢, ped; wektor mozna przedstawi¢ graficznie za
pomocg odcinka z okreslonym zwrotem (strzatka), ktérego dtugosc
odpowiada warto$ci reprezentowanej przez niego wielkosci fizycznej.
sita — wielkos¢ fizyczna wektorowa? przedstawiajgca wzajemne od-
dziatywanie na siebie ciat fizycznych?;
ruch — zjawisko zmiany potozenia ciata materialnego w czasie i prze-
strzeni — wzgledem pewnego uktadu odniesienia;

' W fizyce wektor okresla sie zazwyczaj jako wielko$¢ majgca kierunek, zwrot,
wartos¢ i punkt przytozenia; jest to zgodne z definicjg podang wyzej, szczegdl-
nie dla wektora reprezentujacego site, z tym ze site mozna przesuwac wzdtuz
jej kierunku dziatania, jak pokazano dalej; w zwigzku z tym, zamiast punktu
przytozenia sity nalezy w mechanice rozwazac¢ punkty, przez ktére przechodzi
linia dziatania (kierunek) sity.

2 QOprécz sit skupionych (np. ciezar ciata) w mechanice wystepujg tez tzw. mo-
menty sit, ktére przedstawia sie za pomocg wektorow z podwdéjnym grotem —
tzw. wektorow osiowych.

3 Pod wzgledem sposobu dziatania rozréznia sie sity masowe (objetosciowe)
oraz sity powierzchniowe; pod wzgledem natury — sity zewnetrzne i sity we-
wnetrzne, przy czym te pierwsze wystepujg w mechanice ciata sztywnego
i mozna je podzieli¢ na sity czynne oraz bierne (reakcje), zas te drugie wyzna-
cza sie w wytrzymatosci materiatéw, przynalezgcej do mechaniki ciat odksztat-
calnych.



1. Elementy statyki

stopien swobody — niezalezna mozliwos$¢ ruchu ciata*; kazde ogra-
niczenie ruchu ciata (odebranie mu mozliwosci ruchu) powoduje po-
jawienie sie reakcji (sity biernej, momentu utwierdzenia);

punkt materialny — model ciata fizycznego o trzech translacyjnych
stopniach swobody (Rys. 2), czyli trzech mozliwosciach ruchu poste-
powego w ukfadzie kartezjanskim bez uwzglednienia ruchu obroto-
wego ciata; rozmiary punktu materialnego sg znikomo mate w poréw-
naniu z rozpatrywanym obszarem jego ruchui;

uktad punktéw materialnych — model uktadu ciat fizycznych spro-
wadzonych myslowo do punktow materialnych, poruszajgcych sie
w ten sposob, ze mogg sie zmienia¢ wzajemne odlegtosci pomiedzy
punktami, ale potozenie kazdego punktu jest zalezne od potozenia
pozostatych punktéw?;

ciato sztywne — model ciata fizycznego, w ktérym odlegtosci pomie-
dzy poszczegolnymi punktami nie ulegajg zmianie w czasie ruchu
ciata (por. zasada zesztywnienia).

Rys. 2 Punkt materialny i jego stopnie swobody

4 Ciato w przestrzeni ma w ujeciu mechaniki klasycznej 6 stopni swobody, tzn.
3 niezalezne przesuniecia (translacje) wzdtuz osi kartezjanskiego uktadu od-
niesienia, oraz 3 niezalezne obroty wokét osi, przy czym przestrzenny ruch
obrotowy mozna opisywac jako tzw. ruch kulisty, jak to pokazat Euler. Z kolei
w przestrzeni dwuwymiarowej ciato sztywne ma co najwyzej 3 stopnie swobo-
dy, w tym jedng mozliwos¢ obrotu.

5 W szczegodlnym przypadku bedzie to ciato sztywne.

9
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ciato sztywne® — model ciata fizycznego, w ktérym odlegtosci pomie-
dzy jego poszczegolnymi punktami nie zmieniajg sie w czasie ruchu
ciata’, a w opisie ruchu tego ciata nie mozna zaniedba¢ ruchu obro-
towego (Rys. 3);

Rys. 3 Cialo sztywne i jego stopnie swobody

1.1. Prawa Newtona

Ponizej przedstawiono i omdwiono trzy podstawowe prawa
mechaniki sformutowane przez Isaaca Newtona®. Prawa te uzna-
wane sg za podstawe mechaniki ogolnej (klasycznej), a szczegdlnie
dynamiki®.

6 Por. z opisang dalej ,zasada zesztywnienia”.

7 Mozna powiedzie¢, ze pewien obszar przestrzeni jest wypetniony w sposoéb
ciggty punktami materialnymi.

8 Niektorzy autorzy podajg jeszcze prawo czwarte (prawo niezaleznosci dziata-
nia sit) i pigte (prawo grawitaciji) - por. Misiak, J.: Mechanika ogélna, tom 1.

® Wedtug niektorych podrecznikéw statyke mozna traktowac jak szczegdiny
dziat dynamiki, przy zatozeniu, ze ciata materialne pozostajg w spoczynku.

10



1. Elementy statyki

|

Ciato materialne (punkt materialny), na ktére nie dziata zadna sita
lub dziata zréwnowazony ukfad sit, pozostaje w spoczynku lub poru-
sza sie ruchem jednostajnym prostoliniowym.

|
Jezeli na punkt materialny dziata sita 7 to doznaje on przyspie-

szenia a o wartosci wprost proporcjonalnej do wartosci sity, a od-
wrotnie proporcjonalnej do masy m punktu; wektor przyspieszenia a

ma kierunek i zwrot zgodny z wektorem sity 7 (Rys. 4).

F=ma (1.1)

Rys. 4 llustracja Il prawa Newtona

Sity wzajemnego oddziatywania S' i S” dwaéch ciat materialnych
(punktow materialnych) majg rowne wartosci i wspdélng linie dziata-
nia, a przeciwne zwroty (Rys. 5).

11
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Rys. 5 llustracja graficzna Ill prawa Newtona

1.2. Wiezy i ich reakcje

Wiezy to ograniczenia swobody ruchu cial materialnych.
Kazde ograniczenie mozliwosci ruchu (odebranie stopnia swobody)
powoduje pojawienie sie reakcji — sity biernej (skupionej lub mo-
mentu).

WAZNE

Wyznaczanie reakcji jest gtdwnym zadaniem statyki,
w ramach ktérej analizuje sie zagadnienia rownowagi ciat.

Jezeli mozna zaniedba¢ zjawisko tarcia' i wynikajace zen sity
styczne, to mowi sie o wiezach doskonatych (idealnych), ktérych
wprowadzenie utatwia rozwigzywanie wielu zadan statyki, zarowno
metodami wykresinymi, jak tez analitycznymi. Typowe przyktady wie-
zbw doskonatych oméwiono ponize;.

10 Zagadnienia tarcia oméwione zostang w dalszej czesci skryptu.

12
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Podpory przegubowe

Na Rys. 6 przedstawiono podpory przegubowe: statg i przesuwng
w ujeciu dwuwymiarowym, oraz towarzyszace im reakcje'.

Podpora przegubowa stata, ktéra pozostawia ciatu jedynie mozli-
wos¢ obrotu, odbiera mu w ukfadzie ptaskim dwie translacje (wzdtuz
osi X oraz Y), wywotujgc dwie wzajemnie prostopadie reakcje Ry i R,'2.

Rys. 6 Podpory przegubowe i ich reakcje

Z kolei podpora przegubowa przesuwna (rolkowa) nie blokuje
ruchu postepowego w jednym kierunku; stgd — pomijajgc site tarcia
— otrzymuje sie jedng reakcje R, zawsze prostopadtg do kierunku
poslizgu™®. Utatwia to znacznie rozumowanie podczas rozwigzywania
zadan z podporg tego typu.

Petne utwierdzenie
Ten rodzaj podparcia ciata sztywnego pozbawia go wszystkich
mozliwosci ruchu: w przestrzeni dwuwymiarowej (na ptaszczyznie)

" Nalezy pamietac, ze reakcje zastepujg dziatanie wiezéw, stgd wprowadzajgc je
na rysunkach nalezatoby usungc¢ wiezy. W praktyce jednak naktada sie reakcje
na istniejgce rysunki wiezéw.

2 Reakcje R« i Ry mozna zastgpi¢ jedng reakcjg ,wypadkowg” R, zgodnie z opisa-
ng w dalszej czesci skryptu tzw. zasadg réwnolegtoboku; w przypadku tréjwy-
miarowym nalezatoby uwzgledni¢ trzecig sktadowg reakcji R..

3 Podobnie traktuje sie oparcie np. preta o gtadkg powierzchnie sita reakgciji jest
wowczas prostopadta do tej powierzchni, ze wzgledu na brak tarcia.

13
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odebrane sg trzy stopnie swobody, stad oprécz dwu reakcji w po-
staci sit skupionych pojawia sie tez moment utwierdzenia (Rys. 7a).
W przestrzeni trojwymiarowej wystgpityby 3 reakcje i 3 momenty
utwierdzenia wzgledem osi uktadu odniesienia (Rys. 7b)™.

Rys. 7 Pelne utwierdzenie belki wspornikowej

4 Pojecie momentu sity wzgledem osi zostanie omoéwione w dalszej czesci skryptu.

14



1. Elementy statyki

Podwieszenie na ciegnie

Ciegno jest przykitadem wiezéw jednostronnych, gdyz nie
moze ono przenosic¢ sit wzdtuznych sciskajgcych — moze byc tylko
rozciggane; jest przy tym doskonale wiotkie' i niewazkie'®. Przyktad
zastosowania ciegna przedstawiono na Rys. 8.

Przegubowe zakonczenia ciegna w potgczeniu z jego wiotko-
Scig sprawiajg, ze ciegno niejako automatycznie ustawia sie w linii

dziatajgcej sity. Aby wyznaczy¢ reakcje S (site w ciegnie) nalezy je
myslowo przecig¢'’.

Rys. 8 Ciegno i sita w ciggnie

Przeguby

Wsrdéd wiezoéw tego rodzaju wyrdéznia sie przegub walcowy
(sworzen, zawias) oraz przegub kulowy (kulisty). W obu przypad-
kach istotg rzeczy jest to, ze linia dziatania reakcji R przebiega odpo-
wiednio przez srodek walca lub kuli (Rys. 9) o ile pominie sie tarcie.

" Tzn. nie stawia oporu przy zginaniu: za ciegno fatwiej uzna¢ cienkg ni¢ niz
grubg line stalowa.

6 Tzn. nie posiada masy wiasnej lub jest ona znikoma w poréwnaniu z masa
podwieszonego ciezaru.

7 Metoda przecie¢ jest szeroko stosowana w wytrzymatos$ci materiatéw do obli-
czania sit wewnetrznych.

15
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Rys. 9 Reakcje w przegubach

16



1. Elementy statyki

Podparcie na pretach przegubowych

Jak pokazano na Rys. 10, ciato mozna podeprze¢ na pretach za-
konczonych przegubami'® doskonatymi. Dzieki temu zatozeniu moz-
na przyjac, ze linie dziatania odnosnych reakcji podtoza, pokrywajg
sie z osiami pretow, a wiec kierunki sit biernych dziatajgcych na ciato
sg jednoznacznie okreslone. Podobnie jak w przypadku podpor prze-
gubowych, utatwia to rozwigzywania zagadnien tego typu’.

Rys. 10 Podparcie ciata sztywnego na pretach przegubowych

Pewniki Statyki
Pewniki (zasady, aksjomaty — z j. gr. axioma) statyki to zatoze-
nia, na ktérych opiera sie statyka, a ktorych stusznos¢ jest oczywista.

8 Zasadniczo powinny to by¢ przeguby kulowe, tak aby pret mégt sie odchylaé
w kazdg strone.

® W niektérych zagadnieniach dwuwymiarowych mozna zastapi¢ podpore prze-
gubowg przesuwng pretem przegubowym — liczba stopni swobody bedzie taka
sama, tzn. jedna mozliwosc¢ obrotu i jedno przemieszczenie.

17
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Pewnik 1. (zasada réwnolegtoboku)

Skutek dziatania dwu sit skupionych 7 i F, na dany punkt
materialny jest taki sam, jak skutek dziatania ich wektora gtéw-

nego (wypadkowej)? ', zobrazowanego przekatng réwnolegto-
boku zbudowanego na danych sitach (Rys. 11), przy czym wektor
gtowny musi byé réwniez przylozony do rozwazanego punktu
materialnego?'.

Zaleznos$¢ wektorowg pomiedzy sitami 7, i F,, a ich wektorem
gtbwnym F mozna zapisac nastepujgco:

F=F+F (1.2)

Rys. 11 Réwnolegtobok sit przytozonych do punktu materialnego

Zapis wektorowy ma te niezaprzeczalng zalete, ze wzér jest

zawsze stuszny, niezaleznie od kierunku wektoréw sit £1 i £2. Chcac
jednak obliczy¢ wartos¢ wektora gtéwnego tych sit, niezaleznie od
wartoéci kata miedzy nimi, nalezy uzy¢ nastepujgcego wyrazenia
skalarnego:

F:\/E2+F22+2EFZCOSW, (1.3)

20 Wektor gldwny oznacza sume geometryczng (wektorowg) wszystkich sit ukia-
du, zas wypadkowa to sita dajgca identyczne skutki (ruch, reakcje) jak dany
ukfad sit. Jak to wyjasniono dalej omawiajac zagadnienia redukcji uktadow sit,
mozna utozsami¢ wypadkowg z wektorem gtéwnym w przypadku sit zbieznych,
€O ma miejsce w biezgcym przypadku.

21 Druga przekatna réwnolegtoboku obrazuje réznice wektorow 7, i F.

18



1. Elementy statyki

ktore wyprowadza sie z tw. cosinusow, opierajgc sie na Rys. 12.
Gwoli przypomnienia: twierdzenie to mozna wyrazi¢ za pomocg wzoru:

c=\/a2+b2—2abcos;/, (1.4.)

Czytelnik tatwo sprawdzi, ze w przypadku, gdy sity 7, i F, sg
réwnolegte (zgodnie lub przeciwnie zwrécone, por. Rys. 13), wzor
upraszcza sie do odpowiedniej postaci:

F =

)

iny]

+ (1.5.)

S

lub

Rys. 12 Zastosowanie tw. cosinuséw do obliczenia wartosci wypadkowej
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a) b)

Rys. 13 Szczegdlne przypadki dziatania sit F1 i F2 — uktad rownolegly

Pewnik 2.2

Dwie sily 7, i F, przylozone do ciata materialnego réwno-
wazga sie tylko majac te samg linie dziatania® i rowne wartosci,
a przeciwne zwroty (Rys. 14).

Przypadek taki (Rys. 14) mozna opisac kolejno za pomocg wy-
razenia wektorowego oraz skalarnego: wektory sit majg przeciwne
zwroty, ale sity sg rowne co do wartosci, co doskonale ukazuje rézni-
ca obu form zapisu:

=5 (1.7)
ale
F=F, (1.8)

Wynika stad, ze wektor gtdwny danych sit jest wektorem zero-
wym F =024 (0 zerowej dlugosci).

2 Por. lll. Prawo Newtona

2 Uzycie sformutowania ,ten sam kierunek” bytloby mniej precyzyjne, ze wzgledu
na mozliwo$¢ wystepowania pary sit — zob. dalsze rozdziaty skryptu.

2 Pominiecie strzatki w tym wypadku bytoby btedem formalnym, gdyz nie mozna
porownywac wielkosci wektorowej (opisywanej przez trzy liczby) ze skalarem
w formie liczby O.
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Rys. 14 Réwnowaga dwéch sit o przeciwnych zwrotach

Pojawia sie tu pojecie uktadu sit rownowazacych sie, czyli tzw. ukia-
du zerowego, ktore pojawi sie w tresci kolejnego aksjomatu statyki.

Pewnik 3.

Skutek dziatania dowolnego uktadu® sit na cialo materialne
nie zmieni sie, jesli do tego uktadu zostanie dodany lub od niego
odjety uktad zerowy.

Przykfad takiego dziatania przedstawiono na Rys. 15. Najprost-
szym uktadem zerowym jest uktad dwoch sit wspotliniowych, o prze-
ciwnych zwrotach (por. pewnik 2), ktbrym mozna sie postuzy¢, aby
udowodni¢ twierdzenie, ze wektor sity mozna dowolnie przesuwac
wzdtuz jej linii dziatania.

Niech zastanym uktadem sit dziatajgcym na ciato materialne be-
dzie pojedyncza sita €2, przytozona w punkcie A (Rys. 16a). Do
ciata mozna przytozy¢ dodatkowo zerowy uktad sit w punkcie B, nie
zmieniajgc wszak skutkow dziatania istniejgcego uktadu. Mozna przy
tym wybra¢ pewien szczego6lny uktad zerowy, tzn. taki, ktory sktada

sie z dwu przeciwnie zwroconych sit 00 (Rys. 16b), o linii dziata-

nia pokrywajgcej sie z wektorem pierwotnie istniejgcej sity Q,

% Uktad ten nie musi by¢ w rownowadze.
% Sita ta moze by¢ wypadkowg pewnego uktadu wielu sit.
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Rys. 15 Dodanie lub odjecie uktadu zerowego do istniejgcego uktadu sit

tak aby linia dziatania wszystkich rozwazanych sit przechodzita
przez punkty A i B. Nastepnie, pamietajgc ze skutek dziatania uktadu
sit nie zmienit sie i pozostanie niezmieniony po odjeciu dowolnego

uktadu zerowego, nalezy usungc¢ jednoczesnie site 0 przytozong
w punkcie A

a) b)
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c) d)

Rys. 16 Dowdd wykresiny na mozliwos$¢ przesuwania wektora sity wzdiuz
kierunku dziatania

oraz site -0 2 punktu B, ktore sg w rownowadze i stanowig takze
uktad zerowy (Rys. 16¢). Po wykonaniu tego dziatania otrzymuje sie
przypadek ciata przedstawiony na Rys. 16d, ktory od Rys. 16a rézni

sie jedynie tym, iz sita € zostata przesunieta z punktu A do punktu B
wzdtuz kierunku jej dziatania. Nie miato to jednak zadnego wptywu
na zachowanie sie ciata materialnego pod dziataniem uktadu sit — co
nalezato udowodnic.

W zwigzku z powyzszym wektor sity ma w mechanice miano wek-
tora posuwnego lub wektora slizgajacego sie, a kazdg site przyto-
zong do ciata sztywnego mozna przesuwac wzdtuz jej linii dziatania.

Pewnik 4. (zasada zesztywnienia)

Jezeli uktad sit dzialajacych na ciato materialne odksztatcalne
jest zrownowazony, to przyjecie zatlozenia o doskonatej sztywno-
Sci tego ciata nie naruszy réwnowagi danego ukfadu sif*’.

27 Zalozenie to jest w pewnym sensie kluczowe dla statyki i umozliwia rozwig-
zywanie wielu zagadnien réwnowagi ciat pod dziataniem sit zewnetrznych.
Pojawia sie jednak wskutek tego pewna grupa zagadnien, tzw. statycznie
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Pewnik 5. (zasada akcji i reakcji)
Kazdej sile zewnetrznej czynnej, dziatajacej na cialo mate-

rialne, odpowiada sita zewnetrzna bierna — reakcja, majaca te
samg wartos¢ i linie dziatania, lecz przeciwny zwrot?® (Rys. 17).

Pewnik 6. (zasada uwolnienia od wigezéw)
Kazde ciato nieswobodne®* mozna myslowo uwolni¢ od wie-

zow, zastepujac ich dziatanie odpowiednimi reakcjami®’, a na-
stepnie rozpatrywac je jako cialo swobodne, poddane dziataniu
sit zewnetrznych czynnych i biernych (reakcji wiezéw).

Rys. 17 Sity zewnetrzne czynne i bierne

28

29
30

niewyznaczalnych, ktérych nie mozna rozwigza¢ na gruncie mechaniki ciata
sztywnego tzn. nie da sie wyznaczy¢ wszystkich skutkéw dziatania danego
uktadu sit w postaci sit zewnetrznych biernych, czyli reakcji. Zagadnieniami
statycznie niewyznaczalnymi zajmuje sie wytrzymatos¢é materiatow, oparta na
mechanice ciat odksztatcalnych, ktéra — poza mozliwoscig wyznaczenia ,nad-
miarowych” reakcji - pozwala tez na obliczenie tzw. sit wewnetrznych.

W wiekszosci podrecznikdw z Mechaniki ogdlnej pewnik 5. podawany jest
w formie tzw. zasady dziatania i przeciwdziatania, np.: ,kazdemu dziataniu to-
warzyszy réwne co do wartosci, o przeciwnym zwrocie i lezgce na tej samej
prostej przeciwdziatanie” (por. tez lll. prawo Newtona). Autor niniejszego skryp-
tu zaproponowat jednak podang wyzej forme aksjomatu 5., ktéra wydaje sie
by¢ blizsza zagadnieniom réwnowagi sit, bedacych przedmiotem statyki.

To znaczy takie, ktéremu odebrano niektore lub wszystkie stopnie swobody.
Nie zmieniajgc przy tym stanu réwnowagi ciata.
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2. Plaskie uktady sit

2.1. Plaski zbiezny ukiad sit

Ptaski zbiezny uktad sit sktada sie z sit dziatajgcych w jednej
ptaszczyznie, ktorych linie dziatania®! przecinajg sie wszystkie w jed-
nym punkcie (Rys. 18).

Rys. 18 Plaski zbiezny uktad sit

Sily plaskiego zbieznego ukladu sit mozna dodawac wektoro-
wo w celu wyznaczenia wektora gtéwnego, bedgcego sumg geo-
metryczng wszystkich sit uktadu:

S FE=F+F+.+F (1.9)

i
i=1

Wektor gtéwny uktadu sit mozna tez wyznaczy¢ wykresinie, two-
rzgc wielobok sit*2, przy czym kolejno$¢ dodawania sit nie ma zna-
czenia (Rys. 19). Linia dziatania wektora giébwnego przechodzi przez
punkt zbieznosci uktadu sit*3.

31 Nalezy pamieta¢, ze kazda sita, jako wektor posuwny (por. pewnik 3), moze
by¢ przesuwana wzdtuz jej linii dziatania.

32 Wielobok ten nie jest fizycznym uktadem sit, ale abstrakcyjnym zbiorem prze-
sunietych rownolegle wektoréw, odzwierciedlajgcych dane sity, utworzonym na
potrzeby operacji sumowania; sita fizyczna nie moze by¢ bowiem przesuwana
réwnolegle bez zmiany rownowagi uktadu.

33 W literaturze mozna znalez¢ stwierdzenie, ze wektor gléwny jest przytozony do
punktu zbieznosci, ktdre nie jest precyzyjne w swietle pewnika 3.

25



Mechanika techniczna
Cze$c¢ | — Podrecznik

Rys. 19 Wielobok sit i wektor giéwny

Rys. 20 Zastosowanie tw. o rzucie wypadkowej
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WAZNE

Twierdzenie o rzucie wypadkowej**: Rzut wektora gtéw-
nego ukladu sit na dowolng os$, rowna sie sumie rzutéw
poszczegolnych sit uktadu na te os.

2.2. Rbwnowaga ptaskiego zbieznego uktadu sit

Plaski uktad sit zbieznych {FIF;F“} pozostaje w réwno-
wadze wtedy i tylko wtedy, gdy wielobok sit uktadu jest zamkniety
(Rys. 21), tzn. gdy wektor gtéwny ukfadu jest wektorem zerowym?:

(1.10)

Rys. 21 Plaski uktad sit w rownowadze

34 Jest to nazwa tradycyjna tego twierdzenia; w istocie chodzi o rzut wektora
gtdwnego, ktory tylko w uktadach zbieznych jest tozsamy z wypadkows.
3% Innymi stowy: wielobok sit zaczyna sie i konczy w tym samym punkcie O.
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Z podanego wyzej warunku wektorowego (geometrycznego)
mozna wyprowadzi¢ dwa skalarne rownania rownowagi ptaskiego
zbieznego uktadu sit w postaci:

n

SE =0 A YE =0, (1.11)
i=1

y
i=l1

stosujgc twierdzenie o rzucie wypadkowej. Réwnania te muszg
by¢ spetnione oba jednoczesnie, aby uwzgledni¢ przypadki szczegol-
ne, takie jak rownolegtosc¢ niezerowego wektora gtbwnego do jedne;j
z osi uktadu odniesienia; jedno z rownan bytoby wowczas spetnione,
ale uktad nie bytby w réwnowadze.

a)

Rys. 22 llustracja twierdzenia o trzech sitach
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Mozna wykazac, ze trzy sity nierownolegte dziatajgce w jednej
i tej samej ptaszczyznie mogg pozostawa¢ w rownowadze, a wiec
tworzy¢ uktad zerowy. Nalezy przy tym skorzysta¢ z odwréconej za-
sady réwnolegtoboku (pewnik 1) i roztozy¢ jedng z rbwnowazgcych

sie sit S i S’ na dwa kierunki (zob. Rys. 22). Wida¢ wowczas, ze

uzyskane sity S, i S, réwniez tworzg uktad zerowy z sitg S'=-S .
Oczywiscie sity te muszg tworzy¢ zamkniety wielobok sit, ktérym jest
w tym wypadku tréjkat. Te spostrzezenia mozna podsumowac tzw.
twierdzeniem o trzech sitach:

WAZNE

Trzy sily wzajemnie (parami) nieréwnolegte (zbiezne)
dzialajace na punkt materialny w jednej i tej samej plasz-
czyznie pozostajg w rownowadze, o ile ich wektory tworza
zamkniety trojkat.

3. Tarcie

Tarciem nazywa sie zjawisko wystepowania sit stycznych® na
powierzchni styku ciata z podtozem (Rys. 23).

Zjawisko to wystepuje zaréwno w czasie spoczynku ciata (tarcie
statyczne), gdy przytozona don sita jest zbyt mata aby pokonaé opér
ruchu, jak tez w czasie ruchu ciata (tarcie kinetyczne) po pokonaniu
pewnej granicznej sity oporu statycznego. Przy czym opor w warun-
kach ruchu jest mniejszy niz w spoczynku. Tarcie mozna podzieli¢ ze
wzgledu na sposoéb realizacji ruchu nieswobodnego ciata, na tarcie
slizgowe, w tym tarcie ciegien, oraz tarcie toczne.

% W przypadku oporéw toczenia, oprécz sity stycznej (7), okreslonej prawami
tarcia, wystepuje tez pewien moment oporu zwigzany z przesunieciem reakcji
normalnej (N) podfoza.
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3.1. Tarcie slizgowe

Prawa tarcia Coulomba-Morena

I
Wartos¢ sily tarcia nie zalezy od wielkosci powierzchni styku
ciata z podtozem lub innym ciatem, a zalezy tylko od ich rodzaju.

|

Wartos¢ spoczynkowa sily tarcia slizgowego, ciata podda-
nego dziataniu sit zewnetrznych, moze zmieniaé sie od zera do
pewnej wartosci maksymainej (granicznej), proporcjonalnej do
catlkowitego nacisku normalnego:

LL=puN=T

maks

(1.12)

Wspdtczynnik proporcjonalnosci uys nazywa sie wspotczynni-
kiem tarcia statycznego.

n
Po przekroczeniu granicznej wartosci (7. ) przez site tarcia

1., rozpoczyna sie ruch nieswobodny ciata®, przy czym sita tar-
cia jest zawsze zwrécona przeciwnie do wektora predkosci, a jej
wartos¢ jest mniejsza od wartosci graniczne;j.

Wzoér pozostaje w mocy, po zastgpieniu statycznego wspoétczyn-
nika tarcia (us) przez wspétczynnik tarcia kinetycznego p:

T, <N =T

maks

(1.13)

37 Wiecej na ten temat w Czesci Il. skryptu.
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Rys. 23 Ciato na chropowatej powierzchni

Zaréwno site tarcia (7,,7, - ogélnie T') jak i site nacisku normal-

nego N, nalezy postrzegacé, jako dwie sktadowe (styczng i normal-

ng) catkowitej sity R oporu, jaki napotyka ciato wprawiane w ruch®.
Poniewaz sity zewnetrzne mogg wymuszac¢ ruch w dowolnym kie-
runku prostopadtym do normalnej do podioza n (Rys. 24), wektor

sity R musi znajdowac sie wewnatrz stozka o wierzchotku w punkcie
zbieznosci sit (A) i 0 kacie wierzchotkowym 2p, ktérego pobocznica
pokrywa sie kierunkiem wektora sity oporu o wartosci maksymaine;j
Rmaks (RyS. 24).

Warto$¢ kata o [rad] wynika wprost z zaleznosci:

T
==y (1.14)

a poréwnanie jej ze wzorem pozwala zapisac:
p =arctg u (1.15)

% Zagadnienia tarcia $lizgowego rozpatruje sie jako przypadki rownowagi zbiez-
nych ukfadow sit, tak jakby rozwazane ciata miaty znikome wymiary (punkty
materialne), mimo iz na schematach obliczeniowych widoczne sg przedmioty
o znacznych wymiarach. Wynika to ze stopnia uproszczenia obiektéw rzeczy-
wistych, ktérych dotyczg rozwazania.
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Dlatego tez kat o nosi nazwe kata tarcia.

Rys. 24 Stozek tarcia

Rys. 25 Wykres zmian wspoétczynnika tarcia kinetycznego
w funkcji predkosci ruchu ciata

Jak wyzej wspomniano, sita oporu tarcia maleje po wprawieniu cia-
ta w ruch. Jest to zwigzane z faktem zmniejszania sie wartosci wspot-

czynnika tarcia (4 < 4;) ze wzrostem predkosci ruchu (Rys. 25).
W tabeli 1 zebrano przyktadowe wartosci wspotczynnikow tarcia
dla roznych materiatow (par kinematycznych).
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Tabela 1 Typowe wartosci wspotczynnikow tarcia
dla réznych par kinematycznych

skéra naturalna drewno 0,5-0,6 0,3-0,5
skéra naturalna metal 0,3-0,5 0,3
zeliwo zeliwo® 0,22 0,1
stal zeliwo* 0,16 0,1
stal zeliwo*! 0,02

stal lod 0,03 0,015

3.2. Tarcie ciegien

WAZNE

Zagadnienie tarcia ciegien jest szczegdlnym przypadkiem
tarcia slizgowego pomiedzy ciegnem (lina, sznur, pas itp.) a po-
wierzchnig walcowg (beben, koto pasowe, drgzek etc.), dla ktére-
go stosuje sie wzor Eulera w postaci:

F, = Fe"” (1.16)
przy czym F, > F;, tzn. poslizg ciegna nastgpitby w strong wska-
zywang przez zwrot F, (Rys. 26), za$ a to tzw. kat opasania, po-

dawany w radianach; wspétczynnik tarcia statycznego . wyste-
pujgcy w powyzszym réwnaniu sugeruje, ze uktad ciegno — walec
znajduje sie w rownowadze statycznej (w spoczynku) — istotnie,
wzor ten opisuje przypadek graniczny, tuz przed poslizgiem.

% po zgrubnej obrébce, bez smarowania
40 bez smarowania
41 zeliwo szlifowane, doktadne smarowanie
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Rys. 26 Uklad sit w przypadku tarcia ciegna o powierzchnie¢ walcowa

4. Dowolny ptaski uktad sit

WAZNE

Dowolny ptaski uktad sit jest to ukiad sit dziatajgcych
w jednej ptaszczyznie, ktérych linie dziatania nie przecinaja
sie wszystkie w jednym punkcie (Rys. 27).

W szczegdinym przypadku wektor gtdwny (suma geometryczna)
sit takiego uktadu moze by¢é wektorem zerowym, a mimo to uktad
moze nie znajdowac sie w rbwnowadze, ze wzgledu na wystepowa-
nie w nim co najmniej jednej pary sit i zwigzanych z nimi momentow.
W innym szczegolnym przypadku ukfad taki moze by¢ ptaskim ukia-
dem sit rownolegtych. Konieczne jest w tym miejscu zdefiniowanie
kilku dodatkowych pojec.
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Rys. 27 Dowolny ptaski uktad sit

Momentem sity wzgledem dowolnie obranego punktu A (biegu-
na), nazywa sie iloczyn wektorowy promienia-wektora wskazujgcego
w przyjetym uktadzie odniesienia potozenie poczgtku*? wektora sity
oraz tegoz wektora sity (Rys. 28).

M, =FxF (1.17)

Rys. 28 Moment sity wzgledem punktu

42 Moze to by¢ takze dowolny inny punkt lezacy na linii dziatania sity.
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Rys. 29 Moment sily wzgledem osi

Tak zdefiniowany moment sity wzgledem punktu, jest wielkoscig
wektorowa, zwigzang z obranym biegunem; wartos¢ momentu moz-
na obliczy¢ korzystajgc z wiasciwosci iloczynu wektorowego, albo
z nastepujgcej zaleznosci:

M =aF (1.18)

gdzie a to odlegto$é punktu A od linii dziatania wektora sity F . Czy-
telnik z tatwoscig udowodni zaleznos¢ a =rsina (odlegtos¢ punktu
A od prostej p).

Momentem M, sity F wzgledem dowolnej osi ¢ przechodzacej
przez punkt A, nazywa sie rzut wektora momentu M, sity F wzgle-
dem punktu A, na te os (Rys. 29).

Para sit jest to uktad dwodch sit o tej samej wartosci (dtugosci)
i o rownolegtych liniach dziatania, ale przeciwnych zwrotach (Rys. 30).

Odlegto$¢ i pomiedzy liniami dziatania sit nazywa sie ramie-
niem pary sit.
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Rys. 30 Para sit na ptaszczyznie I'

W przypadku ogdlnym pojedyncza para sit jest uktadem niezréw-
nowazonym®*, ktérego dziatanie jest charakteryzowane przez tzw.
moment pary sit. Para sit dziatajgcych na ciato sztywne usituje bo-
wiem obracac ciato, co skutkuje brakiem réwnowagi statycznej, o ile
para ta nie zostanie zrébwnowazona odpowiednim momentem o prze-
ciwnym zwrocie.

Momentem pary sit nazywa sie wektor osiowy, rowny sumie mo-
mentow obu sit wzgledem dowolnego bieguna, prostopadty do ptasz-
czyzny dziatania pary, o zwrocie zgodnym z regutg prawej dtoni*4.

Na Rys. 31 przedstawiono przykfad pary sit dziatajgcej w ptasz-
czyznie I i odpowiadajgcy jej moment (M ) — prostopadty do tej ptasz-
czyzny. Wektor momentu pary sit jest tzw. wektorem swobodnym,
tzn. moze by¢ przytozony w dowolnym punkcie*® na ptaszczyznie
dziatania pary sit, o ile tylko pozostanie do niej prostopadty. Mozna
tez przemieszczaé wektor momentu wzdtuz jego linii dziatania jest
wektorem posuwnym, tak samo jak sita skupiona.

43 Wedtug niektorych podrecznikéw, para sit moze by¢ ukladem zréwnowazonym
(zerowym) w pewnym szczegolnym przypadku jezeli linie dziatania obu sit
pary pokrywajg sie. Zdaniem Autora niniejszego skryptu nie mozna jednak wte-
dy moéwic o parze sit, gdyz nie istnieje ramie pary.

44 Spotykane jest tez okreslenie ,reguta Sruby prawoskretnej”, ktére jest popraw-
ne, o ile chodzi o wkrecanie takiej Sruby — tak aby zwrot wektora byt wtasciwy.

4 Z tego powodu wektora M nie opatrzono zadnym indeksem.
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Rys. 31 Moment pary sit dziatajgcej w ptaszczyznie I' jako wektor swobodny

Dowolno$¢ wyboru punktu przytozenia wektora momentu wynika
z Rys. 31, na ktorym pokazano, ze podziat ramienia pary sit w do-
wolnej proporcji pomiedzy obie sity nie zmienia catkowitej warto$ci
momentu tej pary*, w mys| réwnania:

M =hF+h"F=(l+h")F=hF (1.19)

Pary sit o jednakowych momentach sg sobie rownowazne.

4.1. Redukcja ptaskiego dowolnego uktadu sit

Ogolnie rzecz ujmujgc, redukcja*’ oznacza zastgpienie jednego
uktadu sit innym uktadem réwnowaznym, tzn. powodujgcym te same
skutki (ruch, reakcje), ale ztozonym z mniejszej liczby sit, a najlepiej
z jednej sity zwanej wypadkowa.

46 Warto$¢ momentu pary sit nie zmieni sie nawet wtedy, gdy za biegun przyjmie sie
dowolny punkt na ptaszczyznie T, nie lezacy pomiedzy liniami dziatania obu sit.

47 Zagadnienie redukcji zostanie szerzej oméwione w kolejnym podrozdziale, do-
tyczacym przestrzennego dowolnego uktadu sit.
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Rys. 32 Dowolny ptaski uktad sit

Dowolny ptaski uktad sit (Rys. 32) mozna zredukowac¢ do wektora
gtéwnego (sumy geometrycznej wszystkich sit uktadu, £), przytozo-
nego w tzw. biegunie redukcji O, i momentu gtéwnego (M, ) wszyst-
kich sit uktadu wzgledem tegoz bieguna, przy czym moment gtéwny

jest prostopadty do ptaszczyzny dziatania sit uktadu.
Wyptywa stad wniosek, ze ptaski dowolny uktad sit mozna zredu-

kowac¢ do samej tylko sity wypadkowej W, o warto$ci rownej wektoro-
wi gtdwnemu, pod warunkiem odsuniecia linii dziatania wypadkowe;j
na odlegto$¢ h od bieguna O (Rys. 33), tak aby spetniona byta zalez-
nosc¢:

FxW=M, , (1.20)
a w zapisie skalarnym:

h-W=M, (1.21)
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Wielkos¢ h jest wiec swoistym ramieniem wypadkowej, pozwala-
jacym jej zastgpi¢ dziatanie momentu gtéwnego.

Rys. 33 Wypadkowa ptaskiego dowolnego uktadu sit

4.2. Rbwnowaga ptaskiego dowolnego uktadu sit

WAZNE

Warunkiem réwnowagi ptaskiego dowolnego uktadu sit
jest jednoczesne zerowanie sie sumy geometrycznej sit —
wektora gtéwnego, jak tez momentu gtéwnego uktadu.

Moment gtéwny ptaskiego dowolnego uktadu sit jest wektorem
prostopadtym do ptaszczyzny dziatania sit, a poniewaz jego wartosc
w stanie réwnowagi wynosi zero, mozna w tym szczegdlnym przy-
padku zapisa¢é sume momentéw (M) wzgledem dowolnego punktu
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na ptaszczyznie dziatania sit, dlatego tez drugie z ponizszych rownan
ma forme skalarna:

il il (1.22)

Z powyzszych réwnan wektorowych wynikajg trzy rownania ska-
larne w postaci:

n n

=0 A =0 A M, =0
= =i = , (1.23)

n

Zamiast podanego uktadu réwnan, mozna postuzy¢ sie uktadem
dwdch rownan momentow wzgledem roznych biegundw oraz jednym
réwnaniem rzutéw sit na 08, przy czym os ta nie moze byc¢ prostopa-
dta do odcinka tgczgcego bieguny (wéwczas rownania momentow
bytyby tozsame). Kolejng mozliwoscig jest wykorzystanie trzech row-
nan momentow wzgledem biegunow nie lezgcych na jednej proste;j.
Dzieki tym trzem mozliwosciom zapisu rownan rownowagi dowolnego
ptaskiego ukfadu sit, zadania rozwigzane z uzyciem jednego ukfadu
rébwnan mozna sprawdzi¢ za pomocg kolejnego réwnania, zaczerp-
nietego z drugiego lub trzeciego ukfadu.

5. Kratownice ptaskie

Kratownica to uktad pretow potgczonych przegubowo (Rys. 34).

Rys. 34 Przyklad kratownicy ptaskiej
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Rozwigzac¢ kratownice znaczy obliczy¢ sity we wszystkich jej pretach.
Warunkiem statycznej wyznaczalnosci*® kratownicy jest spetnie-
nie warunku:

p=2w-3, (1.24)

gdzie p to liczba pretéw, zas w — liczba weztéw (przegubdw).
Pret w kratownicy moze byc¢ jedynie rozciggany, bgdz sciskany,
gdyz obcigzenia sg przyktadane jedynie w weztach.

5.1. Metody rozwigzywania kratownic ptaskich

WAZNE

Wsréd klasycznych metod rozwigzywania kratownic
ptaskich mozna wyr6zni¢ metody wykresine (dzi$ juz prak-
tycznie nie stosowane) oraz metody analityczne.

Jak wynika z Rys. 35, mozliwy jest tez podziat na metody
lokalne, stuzgce do obliczania sit wewnetrznych w kilku wybra-
nych pretach oraz metody globalne — pozwalajgce na rozwia-
zanie catej kratownicy.

48 W kratownicy statycznie niewyznaczalnej nie da sie wyznaczy¢ sit we wszyst-
kich pretach metodami statyki.
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Rys. 35 Podzial metod rozwigzywania kratownic ptaskich

5.2. Procedura rozwigzywania kratownic ptaskich

Rozwigzanie kratownicy ptaskiej nalezy przeprowadzaé

zgodnie z opisang ponizej procedura.

1.
2.

3.

Sprawdzi¢ warunek statycznej niewyznaczalnosci .

Uwolni¢ od wiezéw, wprowadzajgc w ich miejsce odpowiednie re-
akcje (Rys. 36b).

Obliczy¢ wartosci reakcji z zastosowaniem réwnan réwnowa-
gi ptaskiego dowolnego uktadu sit °. W przypadku kratownicy
przedstawionej na Rys. 36 odnos$ny uktad rownan wyglada na-
stepujgco:

49

Na tym etapie rozwigzanie kratownicy traktuje sie myslowo jak ciggte ciato
sztywne ograniczone weztami — bez widocznych pretow.
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ZF;X :OQRAX_FFVZ :O

i=1

Y F,=0&R, +R,—F =0 (1.25) %0
i=l1

Y M, =0 Ry-L-F-L-F,-L=0

i=1

Rys. 36 Uwolnienie od wigzéw kratownicy ptaskiej

Sprawdzi¢ wartosSci reakcji za pomocg rownania momentow

wzgledem innego bieguna, np. B: ;MiB =051,

Zaznaczy¢ sity w pretach®? — zwroty sit zawsze od wezta® (Rys. 37).

50

51

52

53

Wybor bieguna (wezta) jest dowolny, ale w rozpatrywanym przypadku w wezle
Awystepujg dwie reakcje, wiec zapisanie réwnania momentéw wzgledem A ma
te zalete, Ze w otrzymanym réwnaniu wystgpi tylko jedna niewiadoma Rs.
Znak zapytania nad znakiem rowno$ci oznacza, ze warunek ten podlega
sprawdzeniu.

Od tego punktu procedury rozpoczyna sie wiadciwe rozwigzanie kratownicy,
czyli obliczenie sit w pretach.

Takie podejscie zapewnia z zatozenia dodatnig wartosc¢ sity w precie, gdyz wektory

sit §i na Rys. 37 oznaczajg dziatanie pretow na wezly., stgd — zgodnie z lll. pra-
wem Newtona wezet dziata na pret sitg o przeciwnym zwrocie — rozciggajac go.
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6. Obliczy¢ sity w pretach poprzez rozwazanie rownowagi po-
szczegodlnych weztéw®, z zastosowaniem réwnan réwnowagi
ptaskiego uktadu sit zbieznych .

Rys. 37 Sity w pretach kratownicy

Rys. 38 Réwnowaga sit w wybranym wezle kratownicy

5 Nalezy wybiera¢ poczatkowo te wezty, w ktérych wystepuje nie wiecej niz dwie
niewiadome sity w pretach, gdyz dostepne sg jedynie dwa réwnania réwno-
wagi. Nastepnie zazwyczaj mozna zajg¢ sie sgsiednim weztem (o ile liczba
niewiadomych sit nie przekracza dwu).
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W przypadku rozwazanej kratownicy, réwnania rbwnowagi wy-
branego wezta B wygladajg nastepujgco:

D F,=-8=0=8 =0
- (1.26)

Y F, =R,+8,=0=8,=-R,;
i=l1

6. Przestrzenny ukiad sit

Podobnie jak ukfad ptaski, przestrzenny ukfad sit moze byc¢ zbiez-
ny, rownolegty lub dowolny.

6.1. Przestrzenny zbiezny uktad sit

Przestrzenny zbiezny uktad sit — jest to uktad sit w przestrzeni,
ktorych linie dziatania przecinajg sie w jednym punkcie.

Poszczegoinym sitom w przestrzeni mozna przyporzgdkowac
tzw. kosinusy kierunkowe, pozwalajgce opisaC kierunek i-tej sity
wzgledem osi kartezjanskiego uktadu odniesienia (Rys. 39)%.

Rys. 39 Opis kierunku sily w przestrzeni

% W ogdlnym przypadku kierunek sity nie musi przechodzi¢ przez poczatek ukfa-
du odniesienia.
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Mozna w zwigzku z tym zapisa¢ wyrazenia, na dlugosci rzutow
poszczegolnych sit na osie uktadu odniesienia:

F, =Fcosa,
Fy=Ficosf (1.27)
F, = F,cos,

Stuszna jest przy tym zaleznosc¢:

cos’ a, +cos’ B, +cos” y, =1 (1.28)

Na mocy twierdzenia o rzucie wypadkowej mozna zapisac¢ kolej-
ne zaleznosci:

n n
ZFix =F cosa, + F,cosa, +...+ F cosa, =2Fi cosa;
i=1

i=l1

2.1y = 2. Ficosh, (1.29)

oraz wyrazenie na wektor gtdbwny przestrzennego uktadu sit:
F=Fi+F,j+Fk E[Zﬂxjf’“[zEyijf(ZEzj’g (1.30)
i=1 i=1 i=1

Warunek réwnowagi ukfadu przestrzennego zbieznego jest taki
sam, jak dla uktadu zbieznego ptaskiego (por. wzér ):

F=0, (1.31)

jednak tym razem wynikajg z niego trzy réwnania rownowagi, kto-
re muszg by¢ jednoczesnie spetnione:
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F,=0 A > F,=0 A Y F,=0 (1.32)
6.2. Przestrzenny uktad sit rownolegtych

WAZNE

Przestrzenny uklad sit réwnolegtych — jest to ukiad sit
w przestrzeni, ktérych linie dziatania sg rownolegte (Rys. 40).

Mozna zatozy¢, ze linie dziatania sit uktadu sg rownolegte do osi
Z, a wowczas jego wypadkowa bedzie takze rownolegta do tej osi.
Wypadkowa musi zastepowac uktad sit w sensie dawania takich sa-
mych skutkéw®s. W tym przypadku jej warto$¢ bedzie rowna wartosci
wektora gtébwnego, ale trzeba jeszcze okresli¢ jej potozenie wzgle-
dem poczagtku uktadu odniesienia. Innymi stowy, nalezy przeprowa-
dzi¢ redukcje uktadu sit rownolegtych do bieguna O.

WAZNE

W tym celu nalezy zastosowac¢ twierdzenie Varignona:

Moment wypadkowej w przestrzennego uktadu sit row-
nolegtych wzgledem dowolnego punktu réwna sie sumie mo-
mentéw sit uktadu wzgledem tego samego punktu.

n

FoxW =) FxF =) M,=M, (1.33)

i=1 i=1

ipsTl

N

% Tym razem chodzi o tzw. sity masowe, ktérych dziatanie tatwiej zastgpi¢ wy-
padkowa, niz wymienione w przypisie 3
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Promien-wektor okreslajgcy linie dziatania wypadkowej okreslony
jest zaleznoscig:

N :xAlT'Fij, (1.34)

Rys. 40 Przestrzenny uktad sit r6wnolegtych

Woéwczas
FoxW =y Wi —x,Wj (1.35)
Z kolei:

M, =Fyi-Fx,j (1.36)

57 Sity ukfadu réownolegtego (Rys. 40), w tym wypadkowa sg réwnolegte do osi Z,
stgd we wzorze brak trzeciej sktadowe;.
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Z rbwnania wynika teraz:

Wi W= Fyi—Y FxJ
yA l XA J IZ:l: lyll 12:1: lxlj (137)
Stad:
Fx, ZF;xi ZF;yz
X, = i=1 — i=1 , y — lzln
Ao F A F (1.38)

Wyrazenia opisujg potozenie wypadkowej # wzgledem osi Z
poprzez okres$lenie $ladu jej linii dziatania p w ptaszczyznie XY —
punkt A58,

WAZNE

Mozna wykazac, ze obrocenie uktadu odniesienia nie zmie-
nia wzajemnego potozenia (w kierunku prostopadtym) wypad-
kowej i poszczegodlnych sit uktadu réwnolegtego, tzn. istnieje
taki punkt A, przez ktéry stale przechodzi linia dziatania wypad-
kowej. Punkt ten nazywa sie srodkiem sit rownolegtych.

Spostrzezenie to jest bardzo cenne przy analizie uktadow sit ma-
sowych (sity grawitacji, sity bezwtadnosci) pozwala wyznaczac¢ poto-
zenie srodkow ciezkosci®® ciat.

% Niemniej jednak kazda sita jest wektorem posuwnym, a wiec wypadkowag moz-
na przesuwac wzdtuz jej linii dziatania.

% Roéwnolegle uzywane jest w mechanice pojecie $rodka masy. W przypadku
figur geometrycznych (linii, figur ptaskich, powtok, bryt) o jednorodnym rozkta-
dzie masy (ciezaru), srodek ciezkosci pokrywa sie ze srodkiem geometrycz-
nym figury.
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6.3. Srodki ciezkosci®

Pojecie srodka ciezkosci dotyczy s$rodka sit réwnolegtych
w zastosowaniu do sit grawitacji. W sytuacji, gdy sita cigzenia jest
skosna wzgledem kazdej z osi ukfadu odniesienia, wzér musi
uwzgledni¢ dodatkowo trzecig wspoétrzedng $rodka ciezkosci

(C, Rys. 41), przy czym w miejsce sit F nalezy w tym wypadku pod-
stawi¢ ciezary G, poszczegdlnych czgstek lub wiekszych fragmen-
tow®! ciata zgodnie ze wzorem:

n

ZGixi iGz‘yi
Xe =77, . Ye=5

>6, >6,
i=1

i G,z
— i=1
2.6,
i=1

s Z¢

(1.39)

Wzory te mozna dostosowac do ksztattu ciata (linia, powierzch-
nia, bryta) definiujgc stosowne wspotczynniki rozktadu masy (ge-
stosc€) i pamietajac, ze ciezar w polu grawitacyjnym oblicza sie jako

G =mg[N] (1.40)
Dla ciata o jednym wymiarze znacznie wigkszym niz dwa pozo-
state (pret, belka), ktérego reprezentacjg graficzng bedzie linia, roz-

ktad masy okresli¢ mozna w stosunku do dtugoséci: o, [kg/m] . W ta-
kim przypadku sita ciezaru odcinka linii o dtugos$ci L; [m] okreslona
jest nastepujgco:

G, Lg[N] (1.41)

1

Podobnie mozna zdefiniowa¢ ciezar fragmentu powierzchni
A [m?] (powtoki, figury ptaskiej), wprowadziwszy miare gestosci na

jednostke powierzchni p, [kg/m’]:

8 W niniejszym rozdziale oméwiono przypadki ciat o jednorodnym rozktadzie
masy.
61 Jezeli majg foremny ksztalt, np. szescian, pétkole, prosty odcinek.
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G, = p A4g[N] (1.42)

Rys. 41 Srodek ciezkosci figury plaskiej

Analogicznie definiuje sie gestos¢ masy w czgstce objetosci Vi[m?3]

bryty (ciata o trzech wymiarach tego samego rzedu) - p, [kg/m’];
ciezar fragmentu bryty okresla wéwczas wzor:

G, = p,Vg[N] (1.43)

Aby okresli¢ potozenie srodka ciezkosci linii, nalezy do wzoru
wstawi¢ wyrazenie , a nastepnie wyciggna¢ przed znak sumy (w licz-

niku i w mianowniku) staty czynnik #L i skrécié go. Wskutek tego
dziatania otrzymuje sie nastepujgce wzory:

iLixi iLiyi iLiZi
— =l _ _i=l _ _i=l
Xo =——— ==—, Z.=+ (1.44) 62,63
S
i=1

S, S,
i=1

i=1

’ yC

62 Srodek ciezkosci linii, ale takze powierzchni czy bryly moze lezeé poza nig —
np. dla preta w ksztatcie litery C.
8 Mozna powiedzie¢, ze jest to Srednia wazona z wagami Li.
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Podobnie, wstawiajgc wzor do i skracajgc statg £a otrzymuje sie
wzory na wspétrzedne srodka ciezkosci powierzchni:

Zn: Ax,
— =l
>4
i=1

ZA,.yi
— i=1
S
i=1

n
Z Az,
_ =l
9 ZC

i=1

Xc > Je (1.45) &

Wreszcie dla ciata o ksztatcie bryly, do wzoru nalezy wstawi¢ za-
lezno$¢ , a nastepnie zredukowad statg #v , aby otrzymaé wyrazenia:

ZVixi zViyi zVizi

_ =l _ =l _ =l
xC - n - . > ZC —Ta (146)
V V v

i=1 i=1 i=1

> Ve

6.4. Momenty statyczne

WAZNE

Momenty statyczne to jedne z wielu charakterystyk
geometrycznych przekrojéw; ich istnienie wynika z faktu,
ze pole przekroju nie jest wystarczajgcg miarg wiasciwosci
mechanicznych figur ptaskich.

Momenty statyczne pojawity sie juz we wzorze , jednak ponizej
zostang scharakteryzowane doktadnie;j.

Momenty statyczne figury ptaskiej wzgledem osi prostokgtnego
uktadu odniesienia zdefiniowane sg nastepujgco:

84 W szczegolnym przypadku — dla figury ptaskiej (przekroju ciata) w jednej z ptasz-
czyzn ukfadu odniesienia, np. XY, zastosowanie majg dwa z trzech wzorow .
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S, = [ydda, S, =|zd (1.47)
A A4

Momenty statyczne (wzgledem tej samej osi) sg addytywne
mozna je dodawac lub odejmowac od siebie; mogg tez przyjmowac
wartosci dodatnie, bgdz ujemne. Znajgc wartosci momentow statycz-
nych danej figury ptaskiej (przekroju ciata) mozna wyznaczy¢ potoze-
nie srodka ciezko$ci:

I xdA I vdA
Xe=—2=d—0) y.=—F=4 (1.48)

Rys. 42 Uproszczony sposob obliczania wspotrzednych srodka ciezkosci
figury ptaskiej

Wzér rézni sie od wzoru zastosowaniem catek — dotyczy on bo-
wiem figury ptaskiej o dowolnym ksztalcie, w ktérej liczba znikomo
matych fragmentéw powierzchni dA jest nieskonczenie duza. W przy-
padku figur ptaskich ztozonych ze skonczonej liczby figur foremnych
(trojkat, koto itp.) mozna, zamiast wzoru , zastosowac¢ wzér w postaci:
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ZAsz ZAth

Xe =" V=

ZA ZA , (1.49)

gdzie 4,0znacza pole i-tej czesci figury ptaskiej, zas x¢;, Vo to
wspotrzedne srodka ciezkosci tej czesci (Rys. 42).

Moment statyczny figury ptaskiej wzgledem jej osi symetrii jest
réowny zero. Podobnie moment statyczny wzgledem osi centralnej,
tj. przechodzgcej przez srodek ciezkosci figury ptaskiej rowna sie zero.

6.5. Przestrzenny dowolny ukiad sit

WAZNE

Przestrzenny dowolny uklad sit to ukiad sit dowolnie
rozmieszczonych w przestrzeni.

Ukfad taki mozna w ogdinym przypadku zastgpi¢ wektorem gtow-

nym (F , Rys. 43), bedgcym suma geometryczng wszystkich sit ukta-
du, przytozonym do dowolnie wybranego bieguna redukcji O oraz
momentem gtownym, czyli sumg geometryczng momentéw wszyst-

kich sit uktadu wzgledem bieguna 0% (M,).
Wektor gtéwny przestrzennego dowolnego ukfadu sit mozna opi-

sac zaleznoscig:
afEai(Eaf g

=t

8  Zmiana bieguna redukcji przestrzennego dowolnego uktadu sit wigze sie ze
zmiang momentu gtéwnego; wektor gtéwny pozostaje taki sam.

N
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za$ moment gtéwny:

n n n 7 j E
M, = : MiO:Z(FiXF;): 2| Y Vi & (1.51)
i=1 i=1 i=1 Ex F;y EZ
Warto$¢ wektora gtdbwnego oblicza sie ze wzoru:
(1.52)

{5 5.

a jego kierunek okreslajg kosinusy kierunkowe (por. Rys. 43):

n

2E, 2Fy 2F,
& cos f, = o oSy =T (1.53)

b

cosa, =
Podobnie, wartos¢ momentu gtbwnego i jego kierunek opisujg

ponizsze wzory:
(1.54)

M= M2 +M2 + ML,

(1.55)

M
2 cosy, :_;z ,

b

M
Ox " cos@ =

2 i

cos¢ =

w ktorych M, Mo, i M, oznaczajg dtugosci rzutéw momentu

gtébwnego (1\710) na osie uktadu odniesienia.
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Rys. 43 Opis kierunkéw wektora giéwnego i momentu
gtéwnego przestrzennego dowolnego uktadu sit

WAZNE

Najwyzszy stopien redukcji przestrzennego dowolnego
uktad sit to zastgpienie danego uktadu tzw. skretnikiem.

Skretnik (Sruba statyczna) to uktad wspdtliniowy wektora gtow-

nego uktadu sit (F ) i skladowej (rzutu) momentu gtéwnego na kieru-
nek wektora gtdwnego (Rys. 44).

Na ogot dowolny uktad sit redukuje sie do skretnika, a tylko
w szczegolnym przypadku do samej sity wypadkowej®: gdy wektor

gtébwny uktadu sit nie jest wektorem zerowym (F # 5) i moment gtow-
ny sit uktadu, wzgledem dowolnego bieguna O, jest prostopadty do

wektora gtéwnego (M F', zob. podrozdziat 4.2).

% Dlatego nie nalezy naduzywac okreslenia ,wypadkowa” — bezpieczniej jest mo-
wi¢ ,wektor gtéwny”.
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Linia dziatania skretnika nosi nazwe osi centralnej. Potozenie
osi centralnej mozna okresli¢ stosujgc zasade zmiany bieguna re-
dukciji, w tym wypadku z O na C:

M.=M,+F7xF (1.56)

przy czym M. =M, gdyz punkt C lezy na osi centralnej. Wyni-

ka stad, ze proporcje miedzy sktadowymi £ i M, muszg byc takie
same:

MCx :Mcy — MCZ
F. ] F (1.57)

Rys. 44 Skretnik

Podstawiajgc teraz sktadowe wektora M., wynikajgce ze wzo-
réw i otrzymuje sie poszukiwane rownanie osi centralnej.

Wektor gtéwny (F ), bedgcy sumg geometryczng wszystkich sit
uktadu jest wektorem swobodnym, niezaleznym od obioru bieguna
redukcji (O), dlatego jest nazywany pierwszym niezmiennikiem
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uktadu sit. Z kolei moment gtéwny (M, ) to suma momentdw sit ukta-
du wzgledem obranego bieguna O, zalezna (w ogélnym przypadku)

od obioru bieguna; jednak rzut M, na F nie zalezy od obioru biegu-
na O, dlatego wartos¢ tego rzutu (skalar) ma warto$¢ statg, w mysl
WZOru:

M, - F = const (1.58)

i nazywana jest drugim niezmiennikiem ukfadu sit.

6.6. Przypadki redukcji dowolnego uktadu sit

Mozliwe sg nastepujgce przypadki redukcji przestrzennego do-
wolnego uktadu sit:
* dziatanie uktadu sit mozna zastgpi¢ jednym jedynym skretnikiem
lub pewnym uktadem dwach sit skosnych, przy czym uktadow ta-
kich jest nieskonczenie wiele; wektor gtbwny i moment gtowny sg

wowczas wektorami nie zerowymi (F#0 A M, #0),
« dziatanie ukt. sit mozna zastgpi¢ sama tylko wypadkowg W , réw-
ng wektorowi gtownemu F (F#0AM,#0AM,LF); 0$ cen-

tralna staje sie wowczas linig dziatania wypadkowej,
* dziatanie uktadu sit mozna zastgpic sitg wypadkowg przechodzaca

przez biegun redukcji (F #0 A M, =0 - uktad ptaski dowolny),
- uktad mozna zastgpi¢ parg sit (F=0 A M, #0).

6.7. Rbwnowaga przestrzennego uktadu sit

Przestrzenny dowolny uktad sit jest w rbwnowadze, jezeli za-
rowno wektor gtowny, jak i moment gtowny wzgledem dowolnie obra-
nego bieguna sg wektorami zerowymi:

F=0 A M,=0 (1.59)
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Podane wyzej warunki rownowagi dajg szesc skalarnych réwnan
rownowagi, ktére muszg by¢ jednoczesnie spetnione:

, (1.60)

gdzie M, , My, i My, to dtugosci rzutow wektora momentu
gtbwnego na osie uktadu odniesienia.
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7. Przyklady zadan ze statyki z rozwigzaniami

Przyktad S.1
Obcigznik o masie m=500g zawieszono na dwéch ciegnach, jak

na Rys. 45. Obliczy¢ sity w ciegnach, jezeli @ =30°, f=45". Zadanie
rozwigza¢ metodg wykresing, stosujgc twierdzenie o trzech sitach,
a nastepnie analitycznie, stosujgc rownania rownowagi ptaskiego
zbieznego uktadu sit.

Rys. 45 Schemat obliczeniowy do przyktadu S.1

Rozwiazanie.
Sita w ciegnie AB (S, ) musi rownowazy¢ ciezar obcigznika:

S, =G=mg=o,5kg-9,81kﬁ;4,9N
g
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1) Metoda wykres$ina
a) b)

Rys. 46 Rozwigzanie przykiadu S.1 metoda wykresing
z zastosowaniem tw. o trzech sitach

2) Metoda analityczna (rownan rownowagi)

Rys. 47 Rozwigzanie przykifadu S.1 metoda analityczng
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Z pierwszego réwnania rownowagi wynika:

g _g <cos )
BC — MBD
cos

Z drugiego rownania réwnowagi:

G sin 3
- . “Ppp .
sin & sin @

Porownujgc stronami dwa ostatnie wyrazenia otrzymuje sie:

cos G sin 3
Sep = =S —
Cos o SInx SiIn o

SBD(cosﬁ+sinﬂj: G

cosa sina) sina
G 3 G
. Ccos sin sina cos f+cosa sin B
sina| $57 —'B
cosa sina cos

SBD =

Gceosa Gceosa

? " sinacos B+cosasin B sin(a + B)

Po podstawieniu danych liczbowych otrzymuje sie:

_ 4,9N -cos 30°

S0 = sin(+75°) =han
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Nastepnie:

Sy =S, S5 23 6N
cos 30

Przykiad S.2
Dwa klocki spoczywajg na réwni pochytej, nachylonej do poziomu

pod katem & . Obliczy¢ najmniejszg warto$¢ sity P, wymagang do
utrzymania klockéw w réownowadze, majgc dane: m, =2kg  m, =3kg
=025 n,=01 a=25

Rys. 48 Schemat obliczeniowy do przyktadu S.2

Rozwiazanie.

Nalezy rozpatrzy¢ rownowage sit dziatajgcych na kazdy klocek
osobno (Rys. 49), przy czym zaktada sie, ze sity tarcia osiggnety war-
tosci maksymalne (graniczne).

Zwroty sit tarcia 7, i 7, sg przeciwne do przewidywanego zwrotu
predkosci ruchu klockoéw (gdyby nastgpita utrata rownowagi). Z kolei
sity wzajemnego oddziatywania (nacisku) klockow na siebie sg sobie

rowne co do wartosci: N, =N,, = N, ale nadal pozostajg nieznane.
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Rys. 49 Ré6wnowaga klockéw po myslowym usunieciu wiezéw

Nalezy zapisa¢ rownania rownowagi uktadow sit zbieznych osob-
no dla kazdego klocka:

ZPisz—N+Tl—Glsina=0

i=1

1)
Z:Piy=N1 ~G,cosa =0
i=1

Y Pix=N-G,sina+T,=0
i=1
2) .
ZPz'y:Nz—G2 cosa =0
i=1

W powyzszym uktadzie czterech réwnan wystepuje szesS¢ niewia-

domych: P, N, T;, N,, T, i N,. Do rozwigzania uktadu potrzebne sg
dwa dodatkowe réwnania, za ktére mozna przyjg¢ zaleznosci wyni-
kajgce z praw tarcia Coulomba-Morena:

Li=mN, ; T, =N,

Nalezy je teraz podstawi¢ do uktadu réwnan 1) i 2), a nastepnie
rozwigzac go.
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P-N+uN, -G sina=0
N, -G, cosa=0
N-G,sina+u,N, =0
N,-G,cosa=0

Wynika stad, ze:

N, =G, cosa ; N, =G, cosax

Podstawiajgc te zaleznosci do pierwszego i trzeciego réwnania
z powyzszego uktadu otrzymuje sie:

P—N+uG cosa—G, sina=0
N-G,sina+ u,G, cosa =0

Z drugiego rownania wynika:

N =G, (sina—pu, cosa)

co po wstawieniu do pierwszego rownania daje:
P—G, (sina—p, cosa)+ 14,G, cosa—G, sina =0
i ostatecznie:

P=G, (sina -y cosa)+G, (sina — u, cosa)

Pamietajgc, ze G, =mg i G, =m,g , po podstawieniu danych licz-
bowych otrzymuje sie:

P=2kg-9,81£-(sin25° —O,25-cos25°)+3kg-9,81£-(sin25° ~0,1-c0s25")
kg kg
~3,8N+9,8N = 13,6N
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Mozna jeszcze obliczy¢ warto$¢ sity wzajemnego nacisku klockéw (N):

N =G, (sina—u,cosa)=m,g(sina— 1, cosa) =

= 3kg-9,81N-(sin 25°—0,1cos 25°) ~9,8N

Warto$¢ tej sity jest wiec dodatnia, co oznacza, ze klocki pozosta-
ja w kontakcie w chwili rozpoczecia potencjalnego ruchu.

Przykiad S.3
Obliczy¢ moment statyczny figury ptaskiej (Rys. 50) wzgledem
0si X.

Rys. 50 Schemat obliczeniowy do przyktadu S.3

Rozwiazanie.

Figure przedstawiong na Rys. 50 mozna widzie¢ jako ¢wiartke
kota o promieniu 2a (1) z wycietym kwadratem o boku a (2) Rys. 51.
Moment statyczny dla ¢wiartki kota o promieniu 2a wzgledem osi x
Wynosi:

Sa =Ya4
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4 261 8a , 1 2 2
Przy czym y.,, =—-—=-——,za$ 4 =—n-(2a) =ra
y CZym y¢, 3 1 3 1T ( )

Rys. 51 Superpozycja figur foremnych w przykladzie 3.

Stad:

x1

s =84,
3 & 3

W przypadku drugiej figury (kwadratu):

1
A :yczAz, Y2 :Ea’ 4, =a’

Stad:

W kontekscie Rys. 51, korzystajgc z addytywnosci momentow
statycznych mozna zapisac:

S =8

X x1

-S

x2

Stad moment statyczny figury ptaskiej wzgledem osi X wynosi:

} —la3 :Ef =2,17a’
2 6

X

S =§a
3
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Mozna tez obliczy¢ potozenie srodka ciezkosci (C) catej figury (do
tego wszak stuzy S):

S
Ye ==, przy czym A =4 -4, =7wa’ —a’ =2,14a°
Stad
2,174’ .
Ve = S 1as ~1,0la (zob. potozenie punktu C na Rys. 50).

Odnosnie wartoéci S, i xc beda takie same.

Przykiad S.4
Na trzech ciegnach AB, BC i CD zawieszono dwa obcigzniki

o ciezarach, odpowiednio G i € (Rys. 52), tak iz w potozeniu réwno-
wagi ciegno BC tworzy kat @ z poziomem (0$ X), zas pozostate dwa
ciegna — kat @ z pionem (0s Y). Obliczy¢ sity w ciegnach stosujgc
réwnania rownowagi dla ptaskiego zbieznego uktadu sit, majgc dane

G =500N . Obliczy¢ takze konieczng wartosc¢ ciezaru 0 drugiego ob-
cigznika.
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Rys. 52 Schemat obliczeniowy do przyktadu S.4

Rozwiazanie.

W pierwszej kolejnosci nalezy myslowo przecigé ciegna, zaste-
pujgc ich dziatanie sitami wewnetrznymi oraz rozpatrujgc osobno
réwnowage punktéow B i C.

1) Metoda wykresina
W celu rozwigzania zagadnienia na sposob wykresiny, trzeba

wpierw narysowac wektor sity G w przyjetej skali (Rys. 53). Nastep-
nie wykresli¢ kierunki ciegien AB i BC (a zarazem istniejgcych w nich

sit) przez poczatek i koniec wektora G (zasada n-2 sit — tu: trojkat
zamkniety, Rys. 53a). Uzyskuje sie w ten sposob diugosc¢ (wartosc)

wektora sity Ssc, ktéry nalezy odtozy¢ z przeciwnym zwrotem na ko-
lejnym rysunku (Rys. 53b). Woéwczas, po narysowaniu kierunku cie-

gna CD i linii pionowej, reprezentujgcej kierunek ciezaru 0 otrzymuje

sie koncowe rozwigzanie zagadnienia — mozna odczyta¢ wartos¢ 0
w przyjetej uprzednio skali rysunku.
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2) Metoda analityczna
Nalezy zapisa¢ rownania rownowagi uktadu ptaskiego zbieznego

osobno dla punktéw B i C, opierajgc sie na Rys. 54.
Réwnania rownowagi dla punktu B:

n
ZEX =-S,gsina+Sy.cosa=0

i=1

n
ZE.y =S,gcosa+Sy.sina-G=0
i=1

a)

b)

Rys. 53 Rozwigzanie przyktadu S.4 sposobem wykresinym
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Rys. 54 Rozwigzanie przyktadu S.4. sposobem analitycznym

Stad S, = Spcctga i nastepnie Spc -ctga-cosa+S sina =G

2
cos"a .
Spge | ——+sina |=G
sin «

cos’ a +sin’ «
Sie : =G
sin «

1
Spe =G
Simno

Spe =Gsina

Stad

S\p =Spectga =Geosa

Réwnania rownowagi dla punktu C (Rys. 54):
ZFix =—-Sgccosa+Sq,sina =0

i=1

ZFiy =Scpcosa—Sp.sina—-0=0
i=1
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Stad

Scp = Sge Céﬂ= Gcosa
sina

Z kolei:

O =S8, cosa—Sg. sina
0=Gcos’ a—Gsin® a

0=G

Przykiad S.5
Przez chropowaty, nieruchomy beben przerzucono ling, tak iz

kat opasania wynosi @ =150" (Rys. 55). Do jednego konca liny przy-
mocowano obcigznik o masie 7 =12kg . Obliczyé, w jakim zakresie

moze sie zmienia¢ wartosc sity S przytozonej do drugiego konca liny,
aby ukfad pozostawat w réwnowadze, jezeli wspotczynnik tarcia $li-

zgowego liny o beben wynosi 4= 0,15,

Rys. 55 Schemat obliczeniowy do przyktadu S.5
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1) przypadek potencjalnego ruchu ciezarka w dot S<G

Z rownania Eulera:

G = Smineya 67
. 5
a =150 =g7r rad

_ —pe __ —pa
S =Ge ™ =mge

m

N i;po,ls
S =12kg-9,81—-e ¢ =79,5N
kg

2) przypadek potencjalnego ruchu ciezarka do gory S>G

Z rownania Eulera:

u N 0,153”
S . =Ge" =12kg-9,81—-e ¢

kg
S =174,3N

Stad S €(79,5N; 174,3N) |ub inaczej S €(0,68G; 1,48G)

Jak widac¢, zakres dopuszczalnych zmian warto$ci sity S jest
znaczny okoto 80% G, co wynika z do$¢ duzego kata opasania.

7 o
6 Nalezy podstawi¢ kgt @ w radianach: a[rad] :—a[ ]
180°
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=

=

. Pytania testowe

Pojecie ,,masa” charakteryzuje:

duzg liczbe punktow materialnych
bezwtadnosc¢ ciata
ciecz o duzej lepkosci

Sita w mechanice moze by¢ przedstawiona jako:

wektor
skalar
wersor

Liczba niezaleznych wspoétrzednych okreslajacych poto-
Zzenie ciata w przestrzeni to:

liczba wiezéw
liczba Napiera
liczba stopni swobody

Punkt materialny to:

model ciata fizycznego, dla ktérego mozna zaniedbaé ruch
obrotowy
model ciata fizycznego, dla ktérego mozna zaniedbaé ruch

postepowy
model ciata fizycznego wykonujgcego ruch pfaski

W mysl zasady zesztywnienia, ciato sztywne jest:

ciatem odksztatcalnym w bardzo niewielkim stopniu
ciatem odksztatcalnym, ktérego objetos¢ pozostaje stata
ciatem catkowicie nieodksztatcalnym

Pierwsze prawo Newtona dotyczy:

opordéw toczenia
ruchu jednostajnie przyspieszonego
uktadu sit w rownowadze dziatajgcych na dane ciato

75



Mechanika techniczna
Cze$c¢ | — Podrecznik

10.

11.

12.

13.

oo

oo

oo

oo

oo

oo

Drugie prawo Newtona opisuje:

zwigzek miedzy sitg dziatajgcg na ciato, a jego przyspiesze-
niem

wptyw tarcia na wzrost temperatury ciata

zalezno$¢ miedzy predkosciami ciata w ruchu ptaskim

Pod pojeciem wiezu nalezy rozumiec¢:

mocng, niewazkg i doskonale wiotkg line
ograniczenie ruchu ciata
materiat drewnopochodny o duzej sztywnosci

Ciegno to rodzaj wiezu charakteryzujacy sie:

znaczng rozciggliwoscig
duzym przekrojem poprzecznym
brakiem oporu przy zginaniu

Podparcie ciata na pretach przegubowych zapewnia:

znajomosc kierunkéw dziatania sit
statecznos$¢
znaczne ugiecie

Zasada réwnolegtoboku ma zastosowanie przy:

znajdowaniu wypadkowej dwéch sit
obliczaniu pola powierzchni przekroju preta
obliczaniu sredniej wartosci sit

Uktad zerowy sit oznacza:

ukfad sit w stanie poczgtkowym
ukfad sit o zerowym momencie gtdwnym
ukfad sit w rbwnowadze

Wektor posuwny to:

wektor sity granicznej pokonujgcej site tarcia
kazdy wektor sity
wektor momentu w ptaskim uktadzie sit
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14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

oo

oo

oo

oo

oo

oo

oo

Twierdzenie o trzech sitach dotyczy:

rownowagi trzech sit nierownolegtych w przestrzeni
rownowagi trzech sit nierownolegtych na ptaszczyznie
rownowagi trzech sit rownolegtych w przestrzeni

Zasada n-2 sit dotyczy:

rozwigzania ukfadu n sit na ptaszczyznie
rozwigzania ukfadu 2 sit na ptaszczyznie
jest tozsama z tw. o trzech sitach

Twierdzenie o rzucie wypadkowej méwi, ze:

suma rzutow sit uktadu na dang os$ wynosi zero

suma rzutow sit uktadu na dang os jest nieokreslona

suma rzutoéw sit uktadu na dang os réwna sie rzutowi wektora
gtébwnego

Warunek rownowagi ptaskiego zbieznego uktadu sit to:

zerowanie sie wektora gtbwnego
zerowanie sie sumy rzutow sit na o$ X
brak par sit

Sita tarcia zalezy od wielkosci powierzchni styku ciat:

tak
nie
tak — w warunkach tarcia suchego

Jednostka wspoétczynnika tarcia statycznego jest:

mm
1/mm
jest to wielkos¢ bezwymiarowa

Sita tarcia kinetycznego zalezy od sily nacisku:

wprost proporcjonalnie
odwrotnie proporcjonalnie
nie zalezy
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21.

oo

22,

23.

oo

24,

oo

25.

oo

26.

oo

27.

oo

Kat tarcia jest rownowazny z:

wspotczynnikiem tarcia
arcusem tangensem wspoétczynnika tarcia
kosinusem wspotczynnika tarcia

Stozek tarcia to:

abstrakcyjna figura geometryczna o kgcie wierzchotkowym
rownym podwojnemu kgtowi tarcia

abstrakcyjna figura geometryczna o kgcie wierzchotkowym
rownym katowi tarcia

abstrakcyjna figura geometryczna poza ktérg nie ma tarcia

Sita tarcia ciegna o walec opisana jest:

wzorem rézniczkowym
funkcjg wyktadniczg wspotczynnika tarcia
funkcjg potegowa wspoétczynnika tarcia

Wartos¢ momentu sily oblicza sie jako:

chwilowg wartosc sity
iloczyn dtugosci ramienia sity i wartosci tej sity
rzut wypadkowej na dowolng os$ do niej skosng

Para sit to inaczej:

moc sity

dwie sity rownolegte o takich samych zwrotach

dwie réwne co do wartosci sity rownolegte o przeciwnych
zwrotach

Redukcja uktadu sit polega na

zastgpieniu jednego ukfadu sit innym, uproszczonym
skresleniu rownowazgcych sie sit

zrzutowaniu sit na osie uktadu odniesienia i posumowaniu
sktadowych

Skretnik to

narzedzie reczne

inna nazwa $ruby

wektor gtéwny i rzut momentu gtéwnego ztozone wzdtuz kie-
runku tego pierwszego
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28.

29.

30.

31.

32.

33.

oo

oo

oo

oo

oo

Wektor momentu gtéwnego jest wektorem swobodnym:

w ptaskim dowolnym uktadzie sit

nigdy
w przestrzennym dowolnym ukfadzie sit

Réwnania rownowagi przestrzennego zbieznego uktadu
sit majg postac:

IEIYS WS WAL
i=l1

Momenty sit w przestrzennym uktadzie sit zbieznych:

nie wystepuja
rownowazg sie nawzajem
sg rownowazone przez wypadkowg

Srodek geometryczny figury ptaskiej (,,$rodek ciezkosci”)

zawsze lezy w punkcie przeciecia przekgtnych figury
zawsze lezy w obszarze figury
moze leze¢ poza obszarem figury

Jezeli moment statyczny wzgledem danej osi rowna sie
zero, to:

taka o$ nie istnieje

Srodek geometryczny lezy poza obszarem figury

jest to 0$ symetrii figury

Momenty statyczne przyjmujg wartosci:

zawsze dodatnie
dodatnie bgdz ujemne
wytgcznie ujemne
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34.

35.

36.

37.

38.

39.

40.

oo

oo

oo

oo

oo

oo

oo

Sita tarcia w przypadku tarcia tocznego:

jest taka sama, jak przy tarciu slizgowym statycznym
rowna sie momentowi sity nacisku
ma zwrot zgodny z predkoscig

Moment statyczny kota wzgledem osi centralnej:
nie istnieje

réwna sie zero, niezaleznie od kata obrotu osi
rowna sie zero tylko, gdy jest to 0§ symetrii

Srodek sit rownolegtych zmienia swoje potozenie:

przy obrocie uktadu odniesienia
przy translacji uktadu odniesienia
nie zmienia swego potozenia

Zasada rownolegtoboku moze byé uzywana zaréwno do

skladania, jak i rozktadania sit na rézne kierunki:
tak
nie
tak, ale tylko wtedy, gdy sity sg wzajemnie prostopadte

Liczba rownan rownowagi w przestrzennym dowolnym

uktadzie sit to:

3
4
6

Pret w kratownicy moze byé¢:

skrecany
rozciggany
zginany

W metodzie Rittera mozna przecigé myslowo:

co najwyzej 3 prety
€O najmniej 3 prety
tylko doktadnie 3 prety
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WAZNE

Kinematyka jest dziatem mechaniki zajmujacym sie
opisem ruchu cial materialnych, bez uwzglednienia przy-
czyn tego ruchu (sif)®.

1. Opis ruchu punktu materialnego

Zmiany potozenia dowolnego punktu materialnego, wynikajgce
z jego ruchu, mozna opisa¢ za pomocg trzech wspotrzednych x, y
i z oraz odpowiedniego promienia-wektora 7 w pewnym nierucho-
mym uktadzie odniesienia®®.

1.1. Réwnania ruchu punktu materialnego’

W celu opisania ruchu ciata nalezy okresli¢ ruch wszystkich jego
punktow. Jednym z modeli ciat w mechanice jest punkt materialny, dla
ktérego nie potrzeba opisywac ruchu obrotowego, a jedynie translacje.
Jezeli punkt materialny A porusza sie po dowolnym torze / (Rys. 56),

% Innymi stowy jest to opisywanie ruchu na sposob czysto geometryczny; sity
dziatajgce na poruszajgce sie ciato uwzglednia sie w dynamice.
% Chodzi tu o uktad kartezjanski (prostokatny), oparty na bazie ztozonej z trzech,

wzajemnie prostopadtych, wersoréw 7, ]‘ i k ]

0 S3 to tzw. kinematyczne réwnania ruchu, majgce postac algebraiczng; dyna-
miczne réwnania ruchu majg forme réwnan rézniczkowych, ktére mozna spro-
wadzi¢ do réwnan algebraicznych poprzez dwukrotne catkowanie wzgledem
czasu, z uwzglednieniem warunkéw poczatkowych ruchu.
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Rys. 56 Opis potozenia punktu materialnego za pomocg promienia-wektora
to rownania:

x=x(t)

y=y(1) (1.61)
z=2z(1)

nazywa sie (kinematycznymi) réwnaniami ruchu punktu materialnego.
Zwigzek promienia-wektora punktu A z rownaniami ruchu przed-
stawia sie nastepujgco:

F(t)=x(0)i + y(t)] +z()k (1.62)

1.2. Réwnanie ruchu punktu w ukfadzie naturalnym

Potozenie punktu A poruszajgcego sie po torze /, mozna okresli¢ za
pomocg zmiennej w czasie wspotrzednej s(f), odmierzanej w sposob
naturalny — wzdtuz toru™ od potozenia poczgtkowego Ao (Rys. 57).

™ W pewnych warunkach ten sposéb okreslania potozenia punktu materialne-
go w przestrzeni jest wygodniejszy, niz podawanie trzech wspotrzednych kar-
tezjanskich, np. podczas lokalizowania obiektu uwiezionego w krzywoliniowym
kanale przestrzennym.
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Rys. 57 Wspoéirzedna naturalna

Mozna wéwczas zapisaC rownanie ruchu punktu po torze
w postaci:

s =s(t) (1.63)

Dokfadny, przestrzenny opis uktadu naturalnego (zwigzanego
z torem punktu) przedstawiono w dalszej czesci niniejszego rozdzia-
tu. Tymczasem mozna zdefiniowa¢ predko$¢ w odniesieniu do wspot-
rzednej naturalnej w nastepujgcy sposob:

SILESC (1,64

v(?)
Wzor powyzszy mozna zapisaé¢ w formie wektorowej, postugujgc

sie wersorem stycznym 7(¢) (Rys. 58), ktérego kierunek zmienia sie
w czasie ruchu:

2 Spotykane jest okreslenie ,szybko$é” w odniesieniu do predkosci zdefiniowa-
nej jako pochodna skalara, bez uwzglednienia zwrotu; jest ono pomocne przy
okreslaniu sredniej wartosci predkosci ruchu cyklicznego (,tam i z powrotem”),
gdyz w ujeciu wektorowym predkos¢ srednia réwnataby sie zero.
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D(I):%f(I)ZS(t)f(t) (1.65)7

Rys. 58 Predkos¢ jako pochodna geometryczna promienia-wektora

Dalsze rozwazania na temat wektorowego zapisu predkoSci
przedstawiono w kolejnym punkcie.

1.3. Predkosé¢ punktu materialnego jako wektor

Wektor predkosci punktu mozna roziozy¢ na trzy skfadowe
w prostokatnym uktadzie odniesienia (Rys. 59), a nastepnie zapisac
zwigzki rozniczkowe sktadowych predkosci z rownaniami ruchu:

dx(t)

v @O=—

x(), v, =y, v.()=:z(1), (1.66)

przy czym

L=V +0] +U; (1.67)

3 Spotykane jest okreslenie ,szybko$¢” w odniesieniu do predkosci zdefiniowa-
nej jako pochodna skalara, bez uwzglednienia zwrotu; jest ono pomocne przy
okreslaniu sredniej wartosci predkosci ruchu cyklicznego (,tam i z powrotem”),
gdyz w ujeciu wektorowym predkos¢ srednia réwnataby sie zero.
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Rys. 59 Sktadowe wektora predkosci w prostokatnym uktadzie odniesienia
Mozna dalej zauwazy¢, ze

0(1) =0,() +0,(1) +0,(t) =

B, B} _ B B, _ 1.
= X(0)i + (1) +2()k = E[x(t)i +3(0)] +z()k | (1.68)

W ten sposéb otrzymano zwigzki sktadowych wektora predkosci
wzdtuz osi uktadu z rownaniami ruchu punktu materialnego.

Nastepnie, uwzgledniajgc wzér , mozna zapisac zaleznos¢ pred-
kosci od promienia-wektora:

O(t) = 1im£:£5?
A0 Af dt (1.69)

Wynika stgd stwierdzenie, ze predkosc jest pochodng geome-
tryczng™ promienia-wektora.

74 Pojecie pochodnej geometrycznej (pochodnej wektora) ma szersze znaczenie,
niz tylko predkos¢ punktu materialnego. Okre$la ona zmiane w czasie pofoze-
nia konca wektora funkgciji, ktérej dotyczy.
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1.4. Przyspieszenie punktu materialnego jako wektor

Przyspieszenie punktu materialnego mozna zdefiniowac, przez
analogie do wzoru , jako pochodng geometryczng wektora predkosci:

do(t)

= O(1) =7 (1) (1.70)

at) =

Rys. 60 Hodograf predkosci — linia styczna do wektora przyspieszenia

Wektor przyspieszenia nie musi by¢ na ogét styczny do toru, tak
jak wektor predkosci, jednak istnieje pewna abstrakcyjna krzywa, do
ktérej przyspieszenie jest zawsze styczne. Mowa tu o tzw. hodografie
predkosci (Rys. 60).
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WAZNE

Hodografem predkosci nazywa sie linie, ktérg zakreslatby
w czasie koniec wektora predkosci, gdyby byt stale zaczepiony
w poczgtku danego uktadu odniesienia’®.

Sktadowe przyspieszenia punktu materialnego mozna zapisac¢
analogicznie do wzoru w postaci:

a () =0,() =), a/()=0,)=y@),

. i} (1.71)
a,(t)=0.(1) = (1)

Ponadto

a:,/a§+a§+az2 (1.72)

1.5. Ruch prostoliniowy punktu materialnego

Ruch prostoliniowy punktu materialnego moze odbywac sie ze
statym’® przy$pieszeniem (op6znieniem’’) i wéwczas mowi sie o ru-
chu jednostajnie przyspieszonym (op6znionym).

5 W tym toku rozumowania tor punktu mozna nazwa¢ hodografem promienia-
wektora.

8 Przys$pieszenie punktu (ciata) moze zmienia¢ sie w czasie; zmiennosé te opi-
suje tzw. szarpniecie, czyli pochodna geometryczna wzgledem czasu wektora
przyspieszenia.

77 Zwrot wektora przys$pieszenia jest wtedy przeciwny do zwrotu wektora predkosci.
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Rys. 61 llustracja ruchu prostoliniowego jednostajnie przyspieszonego

Na Rys. 61 przedstawiono przyktad ruchu jednostajnie przy-
spieszonego punktu materialnego, poruszajgcego sie w danej chwili
z predkoscig u(t)=ux(t) i przyspieszeniem a=ax=ao=const. Majgc w pa-
mieci wzor mozna zapisa¢ wyrazenie na predkos¢ punktu w formie
catki z przyspieszenia:

Ux(t)=X(t):Ia0dt=a0t+Cl , (1.73)

gdzie C, to stata catkowania, zalezna od warunkow poczagtko-
wych ruchu. Podobnie mozna scatkowacC wyrazenie , aby otrzymac
rownanie ruchu punktu materialnego w postaci algebraiczne;j:

x(f) = jux (t)dt = j(a0z+ C,)dt :%aoﬂ +Cit+C, (1.74)

w ktérym pojawia sie druga stata catkowania C..
Uwzgledniajgc warunki poczatkowe ruchu w postaci:

t=0:0.(t)=v, A x(t)=x, (1.75)

otrzymuje sie wartosci statych catkowania Ci=uy, C.=Xo, a na-
stepnie (kinematyczne) rownanie ruchu punktu i wyrazenie’® opisuja-
ce jego predkosc¢ w dowolnej chwili czasu t:

2
x(t):%+z)x0t+x0 (1.76)

v, (t)=apt+uv, (1.77)

8 S3 to calki (rozwigzania) szczegdlne - dla zadanych warunkéw poczatkowych.
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W szczegolnym przypadku ruchu prostoliniowego przyspieszenie
moze mie¢ wartosc zero — jest to wowczas ruch jednostajny, tzn. ruch
ze stalg predkoscig, opisany réwnaniami:

x(t) = vt + x, (1.78)
v, (t)=v,, = const. (1.79)

1.6. Ruch harmoniczny

WAZNE

Ruch harmoniczny prosty jest to ruch cykliczny po li-
nii prostej, polegajacy na oscylacji punktu materialnego
wzgledem pewnego punktu O, zwanego srodkiem ruchu
harmonicznego, zgodnie z rownaniem:

x(t) =csin(kt + ¢,) , (1.80)

w ktérym ¢ oznacza amplitude, czyli najwieksze co do warto-
8ci bezwzglednej oddalenie punktu od $rodka ruchu (Rys. 62);
k [rad/s] to pulsacja’®, a @o [rad] — faza poczatkowa ruchu.

Okres ruchu harmonicznego (1 [s]) jest to przedziat czasu pomie-
dzy tozsamymi potozeniami punktu na torze.

o (1.81)

® Pulsacja nazywana jest tez czestoscig kotowa, ze wzgledu na analogie mate-
matyczng pomiedzy opisem ruchu harmonicznego, a opisem ruchu punktu po
okregu — zob. dalej w tym rozdziale.
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Rys. 62 llustracja ruchu harmonicznego prostego

Dodatkowym parametrem charakteryzujgcym ruch harmoniczny
jest jego czestosc®?, opisujgca ilosé cykli na sekunde — v [s'=Hz]:

v=—=—— (1.82)

Na podstawie wzoru mozna okresli¢ wartos¢ predkosci u(f) [m/s]
punktu materialnego w ruchu harmonicznym:

u(t) = x(t) = ck cos(kt + @,) (1.83)

oraz wartos¢ przyspieszenia a(t) [m/s?:

a(t) = ¥(t) = —ck’ sin(kt + @,) = —k>x(t) (1.84)

W potozeniach skrajnych wektor predkosci punktu w ruchu har-
monicznym 0(f) zmienia zwrot na przeciwny, a warto$¢ predkosci
u=0; w srodku ruchu harmonicznego (punkt 0 na Rys. 62) wartos¢
bezwzgledna predkosci jest maksymalna: |U|=max(u(t)). Z Kolei

przyspieszenie d(t) osigga najwieksze wartosci w potozeniach skraj-
nych — zmieniajgc przy tym zwrot na przeciwny, zas w srodku ruchu

a=0. Szczegotowo zmiany te obrazuje Rys. 63 (przy #, =0).

8  Spotykane jest tez okreslenie czestotliwos¢; w zadnym razie nie nalezy jednak
myli¢ czestosci z czestoscig kotowa (k), ze wzgledu na rézne jednostki.
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Rys. 63 Zmiany potozenia (a) predkosci (b) i przyspieszenia
(c) punktu materialnego w ruchu harmonicznym
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1.7. Analogia pomiedzy ruchem harmonicznym
a ruchem punktu po okregu

WAZNE

Istothym zagadnieniem z punktu widzenia matema-
tycznego opisu ruchu harmonicznego jest jego podobien-
stwo (analogia) do ruchu punktu materialnego po okregu.
Wynika z niego wymienione wyzej pojecie pulsacji (k) oraz
jej specyficzna jednostka rad/s®' Pulsacja w ruchu harmo-
nicznym (ruch po prostej) jest odpowiednikiem predkosci
katowej w ruchu po okregu.

Analogia ta jest szczegdlnie wyrazna, jesli Czytelnik wyobrazi sobie,
ze obserwuje ruch po okregu z gory — patrzgc wzdiuz osi Y (Rys. 64).

Wowczas punkt materialny (nie rzeczywisty, ale ten wyobrazony
— z analogii) wydaje sie przemieszcza¢ wzdtuz prostego odcinka, be-
dgcego rzutem okregu na ptaszczyzne XZ; istnieje srodek ruchu, jak
tez potozenia skrajne, zmienia sie zwrot predkosci itd.

Jednoczes$nie zrozumiate staje sie zastosowanie funkcji trygono-
metrycznych do opisu ruchu harmonicznego.

81 Radian uznawany jest za tzw. jednostke utomna, gdyz z jego definicji wynika,
ze rowny jest jednosci: r/r =1 (dtugos$¢ tuku podzielona przez promien). Nalezy
mie¢ to na uwadze przeliczajgc pulsacje na predkos¢ obrotowg lub czestosé,
gdyz w jednym petnym cyklu (obrocie) jest 21T radianow.
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Rys. 64 llustracja graficzna analogii pomiedzy ruchem harmonicznym
a ruchem po okregu

1.8. Przyspieszenie styczne i przyspieszenie
normalne punktu w ruchu krzywoliniowym
Przyspieszenie punktu mozna opisywa¢ za pomocg jego skita-
dowych prostokagtnych — w kartezjanskim uktadzie odniesienia
(por. wzor ). W pewnych wypadkach wygodniej jest jednak uzywac

ukfadu naturalnego w danym punkcie A8 toru, w ktérym przyspiesze-
nie rozktada sie na dwie, wzajemnie prostopadte sktadowe: styczng

(a*(1))inormalng (@' (1)), przy czym:

at)y=a'@t)+a"(t)=a’ ()T +a" @)V (1.85)

82 Punkt 4 reprezentuje jedynie potozenie punktu materialnego w przestrzeni na
sposob geometryczny; czesto jednak bywa on utozsamiany z punktem mate-
rialnym, ktérego ruch (zmiana potozenia w czasie) jest opisywany.
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W powyzszym wzorze 7 i v to wersory ukfadu naturalnego
(w ujeciu dwuwymiarowym). Czytelnik domysla sie, ze wartos¢ przy-
Spieszenia w danej chwili oblicza sie nastepujgco:

a= (as)z+(a“)2 (1.86)

Rys. 65 Krzywizna toru opisanego linig ptaska

Pojeciem pomocniczym jest krzywizna (k) toru punktu material-
nego. W przypadku toru bedgcego krzywg ptaska (/, Rys. 65), jego
krzywizne w danym punkcie A mozna zdefiniowa¢ nastepujgco:

AGO

— (1.87)

xK(A) = lim
(A)= lim )

As—0

gdzie As oznacza przyrost wspotrzednej naturalnej w poblizu
punktu A, wskutek ruchu punktu materialnego, zas A6 to kat miedzy

stycznymi do toru. Pokrewnym pojeciem jest krzywizna $rednia (%, ):
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|ag
Kae = E s (188)

W szczegolnym przypadku krzywizna moze mieC wartos¢ statg -
na przykfad dla tuku okregu o promieniu r:

K:l:const (1_89)

r

Dla dowolnej linii o lokalnej krzywiznie k(A), lokalny promien krzy-
wizny to:

1
P(A) = (1.90)

Dzieki tej definicji mozna w dalszych rozwazaniach postugiwac
sie pojeciem srodka krzywizny w danym punkcie — zob. Rys. 66.

Rys. 66 Promien krzywizny linii
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1.9. Naturalny ukiad wspétrzednych w przestrzeni

Ponizej oméwiony zostanie szczegdtowo naturalny uktad wspét-
rzednych w punkcie A w ujeciu tréjwymiarowym. Zwigzane sg z nim
pojecia, zdefiniowane ponizej w kolejnoéci utatwiajgcej zbudowanie
w wyobrazni Czytelnika rzeczonego ukfadu.

(Prosta) normalna gtéwna — prosta przechodzgca przez punkt
A i srodek krzywizny (O) toru w punkcie A, pokrywajgca sie z promie-
niem krzywizny p(t) i wersorem normalnym v .

Ptaszczyzna prostujgca — ptaszczyzna prostopadta do prostej
normalnej w punkcie A.

Prosta styczna — prosta pokrywajgca sie z nieskonczenie krot-
kim odcinkiem toru punktu materialnego w punkcie A (w przyblize-
niu prostoliniowym), ktérego orientacje w przestrzeni opisuje wersor
styczny 7.

Ptaszczyzna s$cisle styczna® — ptaszczyzna wyznaczona przez
wersor normalny i wersor styczny 7, prostopadfa do ptaszczyzny
prostujgcej, przy czym prosta styczna jest sladem jednej ptaszczyzny
w drugiej.

Ptaszczyzna normalna — ptaszczyzna prostopadta do ptaszczy-
zny prostujgcej i ptaszczyzny Scisle stycznej w punkcie A (pokrywa
sie z promieniem krzywizny p).

(Prosta) binormalna (normalna wtérna) — prosta prostopadta
do ptaszczyzny Scisle stycznej w punkcie A; linia ta wyznacza zara-

zem kierunek wersora binormalnego (3 ), ktérego zwrot jest dobrany
tak, aby z pozostatymi wersorami tworzyt on trojke prawg (prawo-

skretna), w kolejnosci V, 7 i B.
Uzyskany w ten sposob uktad odniesienia oparty na trzech, wza-

jemnie prostopadtych wersorach V, 7 i £ nosi nazwe naturalnego
uktadu wspétrzednych (Rys. 67). Uktad ten obraca sie w czasie
przemieszczania sie punktu po torze krzywoliniowym.

Aby zdefiniowac przyspieszenie styczne i przyspieszenie normal-
ne nalezy odnies¢ sie do predkosci punktu — zob. wzér . Na Rys. 68
przedstawiono wektory predkosci punktu materialnego w ruchu krzy-

8 Mozna obrazowo nazwac te ptaszczyzne ,najbardziej dopasowang” do toru
w danym punkcie; w przypadku odcinka okregu ptaszczyzna ta bytaby tozsama
z ptaszczyzng, w ktorej lezy dany okrag.
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woliniowym na pfaszczyznie, wykorzystujgc naturalny uktad wspot-
rzednych.
Zmiane wektora predkosci (Ao ) opisuje prosta zaleznosé:

AD=0, —D (1.91)

Z kolei przyspieszenie w danej chwili t ruchu, a wiec w punkcie
A mozna zdefiniowa¢ nastepujgco (por. wzory i ):

i =1lim=2 (1.92)

Z Rys. 68 wynika, ze |ﬁ| =y, cosAf—u oraz |C_Bl| =0, sinAf.

Ponadto A5=BC + CB; . Wstawiajac te zaleznosci do wzoru otrzy-
muje sied*:

_ l.mulcosAQ—U - l.mulsinAG _
4= A}AO At ¢ A}AO At Y (193)

Rys. 67 Naturalny uklad wspétrzednych

8 Przy obliczaniu granicy uwzgledniono niezmienno$¢ wersoréw 7 1vw sg-
siedztwie punktu A (gdy Ar—0 to A«<A.), umieszczajgc je poza nawiasem.

98



2. Elementy kinematyki

W ten sposob wyodrebniono dwie sktadowe przyspieszenia w na-
turalnym uktadzie wspétrzednych — normalng i styczna:

a=a'+a" (1.94)

Przy zatozeniu, ze At—0, mozna przyjgc¢, ze:

* sinA6—AB—0, zas przy As—08: u—u, stad - na podstawie wzo-
row oraz - sktadowa normalna przyspieszenia punktu w ruchu
krzywoliniowym (przyspieszenie normalne, przyspieszenie do-
srodkowe):

2
anzu(nmfj[nmA—e]vz”—v (1.95)
ol

A—0 At As—0 Ag

*  AB6—0 = cosAB—1, a wtedy v, cosAf—v — v, —v=Av, stad skia-
dowa styczna przyspieszenia punktu w ruchu krzywoliniowym
(przyspieszeniem styczne):

def
- :(umﬂjf Tdv, (1.96)

Rys. 68 predkos¢ punktu w ruchu krzywoliniowym

8 W celu obliczenia granicy w pierwszym nawiasie wzoru nalezy pomnozy¢ uta-

mek przez As/As=1; stad druga granica we wzorze odnosi sie do As—0.
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Wartos¢ catkowitego przyspieszenia punktu materialnego

w ruchu krzywoliniowym, po uwzglednieniu wzordéw , i wyniesie
wiec:
4 2
a= ”—2+(@j (1.97)
P dt

Pomocne bywajg tez zaleznosci stuzgce do wyznaczania kata
orientacji wektora przyspieszenia a(t) (por. Rys. 69):

n S

sina =% A cosa=L (1.98)
a a

Rys. 69 Przyspieszenie punktu w ruchu krzywoliniowym
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2. Kinematyka ciata sztywnego

WAZNE

Potozenie ciala sztywnego w przestrzeni mozna opisac
za pomoca wspotrzednych kartezjanskich trzech punktéw
tego ciala, nie lezgcych na jednej prostej (Rys. 70), definiu-
jac wzajemne odlegtosci pomiedzy punktami:

AB

AC

> (1.99)

gdzie |AB| |AC| i |BC| to wzajemne (niezmienne) odle-
gtosci punktow A, B i C ciata sztywnego.

Z rownan wynika, ze swobodne® ciato sztywne w przestrzeni
ma 6 stopni swobody, czyli sze$¢ mozliwosci ruchu — trzy translacje
i trzy obroty, gdyz jest 6 niezaleznych wspotrzednych opisujgcych po-
tozenie ciata. Wspotrzedne te, jako wielkosci zmienne w czasie, sg

réwnaniami ruchu ciata sztywnego w przestrzeni.

8 To znaczy nie ograniczone wiezami.
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Rys. 70 Sposéb opisu potozenia ciala sztywnego w przestrzeni

Rys. 71 llustracja twierdzenia o rzutach predkosci
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WAZNE

Twierdzenie o rzutach predkosci®” punktéw ciata
sztywnego:

Rzuty predkosci dwoéch punktéw ciata sztywnego na
prosta przechodzacg przez te punkty (Rys. 71), sq sobie
rowne.

Twierdzenie to wyraza sie wzorem:

v, Cosa =Uy cos 3, (1.100)

ktérego znaczenie zobrazowano na Rys. 71.

2.1. Ruch postepowy ciala sztywnego

WAZNE

Ruch postepowy ciata sztywnego ma miejsce, gdy pro-
sta przechodzaca przez dwa punkty ciala nie doznaje obro-
tu, a jedynie przesunigcia rownolegtego (translaciji).

8 Spotykane jest tez okreslenie twierdzenie o prostej sztywnej”.
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Rys. 72 Ciato sztywne w ruchu postepowym
Z Rys. 72 wynika, ze:

AF, = AV, | (1.101)

ze wzgledu na przesuniecie réwnolegte odcinka AB (i catego ciata).
Z definicji predkosci punktu wynika z kolei, ze:

_ . AV, _ . AR
Oeslimas Bimy (1.102)
stad:
O =0, (1.103)

to znaczy, ze predkosci wszystkich punktéw ciata sztywnego

w ruchu postepowym s3 sobie réwne.
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Podobnie, mozna zapisa¢ wzory na przyspieszenia punktow ciata
sztywnego jako pochodne geometryczne predkosci:

. db, . db,
Gy ==t ==~ (1.104)

Wynika stad, ze takze przyspieszenia punktéw ciata sztywnego
w ruchu postepowym sg sobie rowne:

G, =a,, (1.105)

Rys. 73 Przyspieszenia ciata w ruchu postepowym

2.2. Ruch obrotowy ciata sztywnego

WAZNE

Ruch obrotowy ciata sztywnego wystepuje, gdy dwém
punktom ciata odebrane zostaty mozliwos$ci ruchu transla-
cyjnego.
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Wszystkie punkty takiego ciata poruszajg sie po okregach wspot-
Srodkowych — wokot osi przechodzgcej przez unieruchomione punkty
(Rys. 74). Ciato w ruchu obrotowym ma wiec jeden stopien swobody
— wystarczy okresli¢ kat obrotu ¢ [rad], a jedyne réwnanie ruchu ob-
racajgcego sie ciata ma postac:

p=0(1), (1.106)

Wartos¢ chwilowg predkosci katowej tego ruchu oblicza sie ze
wZzoru:

. ANpdep
= 1 —_—a—
® = lim N o, (1.107)

Jednostkg predkosci katowej jest oczywiscie rad/s.

Rys. 74 Ciato sztywne w ruchu obrotowym
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Z kolei przyspieszenie katowe (chwilowe) oblicza sie z zalez-
nosci:

i Ao deo . . |rad
ETNN AL 4 2Tl A, (1.108)

Predkos¢ liniowg wybranego punktu A ciata w ruchu obrotowym
(Rys. 74 b) oblicza sie ze wzoru:
v=awb, (1.109)

z ktorego wynika liniowa zmiennos$¢ wartosci predkosci wzdtuz
promienia b (Rys. 75); w osi obrotu predkos¢ ma wartos¢ zero.

Rys. 75 Rozktad predkosci liniowej punktow obracajacego sie ciata
sztywnego w funkcji ich odlegtosci od osi obrotu

Przyspieszenie liniowe punktéw ciata sztywnego w ruchu obro-
towym mozna roztozy¢ na sktadowg styczng i normalng, analogicznie
jak w ruchu punktu po okregu, przy czym wartosci tych sktadowych
sg funkcjami ich odlegtosci od osi obrotu:

asz%:ozd)b:gbb:gb, (1.110)
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a"=—=0wb, (1.111)

Catkowite przyspieszenie a punktow ciata w ogdélnym przypadku
nie jest styczne do odnosnych okregoéw, lecz nachylone do promienia
b pod pewnym statym® katem a (Rys. 76), ktérego wartos¢ wynika
z zaleznosci:

g =— —, (1.112)

Warto$¢ catkowitego przyspieszenia liniowego punktéw ciata
sztywnego w ruchu obrotowym oblicza sie z zastosowaniem tw. Pi-
tagorasa:

a=y(a) +(a") (1.113)

a) b)

Rys. 76 Rozktad przyspieszenia liniowego punktéow obracajacego sie ciata
sztywnego w funkcji ich odlegtosci od osi obrotu

8 Kat ten nie zmienia sie wzdtuz promienia /, ale moze zmieniac¢ sie w czasie.
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Predkos¢ liniowg i przyspieszenie liniowe mozna tez analizowac
w uktadzie kartezjanskim, opierajgc sie na Rys. 74b:

v, =-USInY =—wbsin g
(1.114)
L, =V COS Y = wbcos g

ale

bcosp=x, bsinp=y (1.115)
Stad

L, ==y ==y, U, =0OX=@QX, (1.116)
Sktadowe kartezjanskie przyspieszenia (Rys. 77) to:

a =-a’sinp—a" cosg
(1.117)

__ s s
a,=a cosp—a’sing

Po uwzglednieniu wzorow otrzymuje sie:

-2

a, =—8y—a)2x=—gby—((p )x

ay:gx—a)zy:gbx—((/bz)y ’ (1.118)
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Rys. 77 Skitadowe prostokatne przyspieszenia punktéw obracajacego sie
ciata sztywnego

W celu sprawnego prowadzenia dalszych rozwazan konieczne
jest przedstawienie omowionych wyzej wielkosci, oraz zwigzkow
miedzy nimi w zapisie wektorowym. | tak, wektor predkosci liniowej o
dowolnego punktu A ciata sztywnego w ruchu obrotowym jest wyni-
kiem iloczynu wektorowego predkosci katowej @ i promieniawektora

7 danego punktu A, wzgledem dowolnego punktu O, lezgcego na osi
obrotu ciata (Rys. 78):

O=0x7 (1.119)
W przypadku przyspieszen, nalezy policzy¢ pochodng geome-
tryczng z predkosci liniowej wyrazonej wzorem w mysl ogdélnego

wzoru ; nalezy przy tym stosowac sie do regut obliczania pochodnej
iloczynu funkgciji:

az—:—(@x7)=—xr+wx— (1120)
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Rys. 78 Predkos¢ katowa a predkosé liniowa

Rys. 79 Przyspieszenie katowe i przyspieszenie liniowe jako wektory

111



Mechanika techniczna
Cze$c¢ | — Podrecznik

Uwzgledniajgc wzér i wektorowy odpowiednik wzoru w postaci
pochodnej geometrycznej wektora predkosci kagtowej:

. do

&= o (1.121)
otrzymuje sie wyrazenie:

A=EXTF+@OXD> (1.122)

Z Rys. 79 wynika, ze pierwszy iloczyn we wzorze jest wektorem
stycznym do okregu, po ktorym porusza sie punkt A, a wiec jest to
sktadowa styczna przyspieszenia:

=S

a=&xr (1.123)

Z kolei drugi iloczyn jest wektorem prostopadlym jednoczesnie do @
(a wiec takze do osi obrotu i do £ ) oraz o ; wektor taki musi wiec dziata¢
wzdtuz promienia okregu, a zwrot — do osi — wynika z reguty prawej dioni
(tréjka prawa); jest to wiec sktadowa normalna przyspieszenia:

a"=adx0=ax(@xF) (1.124) ®,

2.3. Szczegoblne przypadki ruchu obrotowego ciata
sztywnego

Ruch obrotowy jednostajny

Ruch taki ma miejsce, gdy @ = o, = const . Scatkowanie tego wy-
razenia po czasie daje nastepujgce rownanie ruchu:

Q=0+, (1125)

8 Nawias we wzorze wskazuje kolejnos$¢ dziatan; zmiana tej kolejnosci bytaby
btedem, gdyz iloczyn wektorowy @ x @ jest wektorem zerowym (sin0=0).
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przy czym wspotrzedna kgtowa poczgtkowego potozenia punktu ¢,
to stata catkowania.

Przyspieszenie kgtowe (€) w ruchu obrotowym jednostajnym réw-
na sie zero, stad przyspieszenie styczne (liniowe, a°) réwniez jest ze-
rowe. Jednakze druga sktadowa catkowitego przyspieszenia a" jest
rézna od zera, wiec:

a=a"=ob, (1.126)

Ruch obrotowy jednostajnie przyspieszony®
Opis tego ruchu wynika z dwukrotnego catkowania wyrazenia

& =& = const , a mianowicie:

w=gt+a, (1.127)

gdzie stata catkowania “* oznacza poczatkowa predko$é katowa
ciata. Ostatecznie:

gt’

5 TPy (1.128)

¢=

Forma rownan i jest analogiczna do rownan ruchu postepowego
jednostajnie przyspieszonego i, cho¢ sens fizyczny wielkosci jest
inny.

% Qkreslenie ,jednostajnie przyspieszony” mowi w tym wypadku, ze przyspiesze-
nie katowe jest state; jezeli £ <0 to ruch taki nazywa sie opédznionym.
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2.4. Ruch pflaski ciata sztywnego

WAZNE

Ruch ptaski ciata sztywnego ma miejsce gdy wszyst-
kie punkty ciata poruszajg sie w ptaszczyznach wzajemnie
réwnolegtych.

Oznacza to, ze ruch plaski mozna rozumie¢ jako ztozenie
ruchu postepowego i obrotowego w jednej ptaszczyznie®'.

Mozna przy tym wyrdzni¢ pewng ptaszczyzne rownolegtg do wy-
zej wymienionych ptaszczyzn, zwigzang z nieruchomym (globalnym)
uktadem odniesienia — tzw. ptaszczyzne kierujgcg Go (Rys. 80).

Na rysunku tym wida¢, ze jedna z ptaszczyzn rownolegtych (IN)
przecina ciato sztywne w ten sposob, ze mozna wyréznic figure pta-
skg, przedstawiong na kolejnym rysunku (Rys. 81).

Z definicji ruchu ptaskiego wynika, ze wystarczy opisac ruch fi-
gury ptaskiej w jej ptaszczyznie, aby opisac ruch catego ciata. W tym
celu nalezy wprowadzi¢ w punkcie A dodatkowy uktad odniesienia
XY’ zwigzany z figurg ptaskg, ktérego przemieszczanie sie w ukia-
dzie nieruchomym XY opisuje translacje figury. Z kolei uktad osi &n
jest sztywno zwigzany z figurg ptaskg, dzieki czemu mozliwy jest opis
obrotu figury.

W konsekwenciji figura ptaska (ciato sztywne w ruchu ptaskim)
ma trzy stopnie swobody, co mozna wyrazi¢ przez odno$ne row-
nania ruchu:

Xy =X\ (0, ya=ya0), @=0(1), (1.129)

przy czym zmienna ¢ nosi nazwe kata obrotu figury ptaskiej.
Mozna wykazac, ze dowolne przemieszczenie figury ptaskiej
w jej wiasnej ptaszczyznie (') da sie zrealizowac¢ za pomocg przesu-

%1 W mys$l| zasady superpozyciji.
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niecia réwnolegtego dowolnego punktu A tej figury i jej obrotu wokot
tego punktu®, co potwierdza teze, iz ruch ptaski ciata sztywnego jest
ztozeniem ruchu postepowego i obrotowego w jednej ptaszczyznie.

Na tym stwierdzeniu opiera sie jedna z metod wyznaczania pred-
kosci i przyspieszen ciata sztywnego w ruchu ptaskim — metoda su-
perpozycji. Inng, powszechnie stosowang metodg, omoéwiong w dal-
szej czesci skryptu, jest metoda chwilowego srodka obrotu.

Rys. 80 Ciato sztywne w ruchu ptaskim

Rys. 81 Figura ptaska w ruchu ptaskim

92 Kolejnos¢ tych ruchéw nie ma znaczenia, tzn. obrét moze poprzedzaé przesu-
niecie.
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2.5. Predkosci ciala sztywnego w ruchu ptaskim

Na Rys. 82 przedstawiono schemat zmian potozenia figury pta-
skiej w ruchu ptaskim w odstepie czasu At. Opis przemieszczania sie
punktéw A i B figury za pomocg odpowiednich promieni-wektoréw
umozliwia wyznaczenie predkosci wedtug ogdlinego wzoru .

Rys. 82 llustracja metody superpozycji w odniesieniu
do predkosci w ruchu ptaskim

Przyrosty wektorowe promieni-wektoréw zwigzane sg zaleznoscia:

AF, = AF, + BB, (1.130)

Obrdét figury ptaskiej wokoét punktu A o niewielki kat A mozna wy-
razi¢ poprzez tzw. wektor matego obrotu A , majacy te wlasciwosé, ze:

|A0]=|Ag] (1.131)

Dzieki temu mozna opisaé przyrost dowolnego promienia-wekto-
ra ogélnym wzorem:

AF = A xF (1.132)
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Wzér przyjmie wowczas postac:

Ay = AF, + A0 x T, (1.133)

Rys. 83 Predkosci w ruchu ptaskim

Nastepnie, dzielgc stronami wzér przez Ati przechodzgc do gra-
nicy otrzymuje sie:
AV, AV, AO

A AL AG
A T A A TR e (1134)

przy czym r,, = const. Na mocy wzoru pierwsze dwie granice to
predkosci punktéw, odpowiednio B i A, za$ trzecia granica odpowia-
da predkos$ci kagtowej, stgd zaleznos¢ pomiedzy predkosciami punk-
tow figury ptaskiej:

Oy =0, + DX 7,y (1.135)

Interpretacje iloczynu wektorowego wystepujgcego w wyrazeniu

podaje Rys. 83, na ktérym pojawia sie wektor predkosci Uz, punktu B
w jego lokalnym (w uktadzie XY’) ruchu obrotowym wokot punktu A:
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Up = Uy + 0y (1.136)

Wartos¢ tej predkosci to Ups = 60|E| %,

Rys. 84 Chwilowy $rodek obrotu

WAZNE

Metoda chwilowego srodka obrotu opiera sie na pierw-
szym twierdzeniu Eulera:

Dowolne przemieszczenie figury plaskiej w jej ptasz-
czyznie moze zosta¢ wykonane za pomocag samego tylko
obrotu wokét pewnego punktu, zwanego srodkiem obrotu.

% Jest to wartosc¢ iloczynu wektorowego wzajemnie prostopadtych wektorow @
i 7,5, dla ktérych sina=1.
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Jak pokazano na Rys. 84, zamiast dokonywac translacji i obrotu
mozna ograniczy¢ sie do samego obrotu® wokot punktu C, bedgcego
srodkiem obrotu. Punkt ten moze zmienia¢ swoje potozenie w czasie
i wtedy mowi sie o chwilowym srodku obrotu, a linia tgczgca kolej-
ne potozenia w czasie punktu C nazywa sie centroida.

Wyznaczenie potozenia chwilowego srodka obrotu, sprowadza
sie do wystawienia linii normalnych do predkosci rozwazanych punk-
tow ciata sztywnego — punkt C bedzie lezat na ich przecieciu. Na-
stepnie nalezy wyznaczy¢ odlegtosci AC i BC z zaleznosci geome-
trycznych, obliczy¢ wartosci poszukiwanych predkosci (liniowych lub
kagtowych) stosujgc zaleznosci w rodzaju .

2.6. Przyspieszenia ciata sztywnego w ruchu ptaskim

W celu wyznaczenia przyspieszen punktow ciata sztywnego w ru-
chu ptaskim, nalezy zastosowac ogolny wzor do wyrazenia predko-
8ci figury ptaskiej w formie ; otrzymuje sie wowczas:

_ dv, do d, _ _
=g a @) (1.437)

Rys. 85 Predkosci w ruchu ptaskim

% Mowi sie tutaj o niewielkim obrocie — o maty kat Ap (Rys. 84).
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Po uwzglednieniu zaleznosci i oraz zasad rézniczkowania iloczy-

nu funkcji otrzymuije sie:
~ ~ AT ~ dFAB
Ay =0, +EXTy+ DX " (1.138)

Mozna wykazac, ze ostatni wyraz w powyzszym wzorze to rézni-
ca predkosci punktow B i A figury ptaskiej; z Rys. 82 i Rys. 85 wynika
bowiem:

Fap =15 —7a (1.139)
Stad

dr, _

=00 (1.140)

Poréwnujac ten ostatni wzor ze wzorem mozna zapisac:

dr, o
ﬁzwxmg (1.141)

Teraz wzor przyjmuje postac:

dy =0, +EXTy + DX (DX Ty, (1.142)
w ktorej wystepujg trzy oddzielne cztony, w tym dwa wymagajgce
interpretaciji fizycznej. Pomocny jest w tym Rys. 86. Wynika z niego, ze
czton drugi jest prostopadly do lokalnego promienia-wektora 7.z i lezy
w ptaszczyznie rysunku (wektor £ jest prostopadty do ptaszczyzny X'Y’,
podobnie jak @ )*®, a wiec misi to by¢ sktadowa styczna przyspieszenia
punktu B w lokalnym ruchu obrotowym wzgledem punktu (bieguna) A:

% Zwrot wektora przyspieszenia katowego & moze by¢ zgodny z @ lub prze-
ciwny, ale zawsze te wektory sg rownolegte; mozna przyjgé, ze obydwa wy-

chodzg z ptaszczyzny Rys. 86 (jesli € > 0), ale s3g to tzw. wektory swobodne,

ktére mozna dowolnie przesuwac po ptaszczyznie XY’ (wartos¢ @ nie zalezy
od obranego bieguna).
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lpy = EXTyg, (1.143)

Z kolei czton trzeci wyrazenia musi by¢ wektorem o linii dziatania

pokrywajgcej sie z kierunkiem 7,z, zwréconym w strone punktu A.
Oznacza to, ze jest to skladowa normalna (dosrodkowa) przyspie-
szenia punktu B wzgledem A:

aBA:a_)X(@XFAB)s (1.144)

Rys. 86 Przyspieszenia w ruchu ptaskim
Ostatecznie mozna zapisac¢ wyrazenie w skroconej postaci:

Ay =d, +ag, , (1.145)

stwierdzajgc przy tym, ze:

przyspieszenie dowolnego punktu figury ptaskiej poruszaja-
cej sie ruchem ptaskim w swojej ptaszczyznie réwna sie sumie
przyspieszenia dowolnie obranego bieguna A oraz przyspieszenia
punktu B w lokalnym ruchu obrotowym wzgledem tego bieguna.

Ponadto stuszne sg zaleznosci:

dgy =dyy +dpy, (1.146)
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oraz

g = (@i ) +(a ) = e+ (1.147)

Kierunek przyspieszenia a,, wyznacza sie, zgodnie z Rys. 86, ze
wZzoru:

a &
tgf=—1r=—

BA

(1.148)

Schemat rozktadu przyspieszen figury ptaskiej dla punktow leza-
cych pomiedzy A i B przedstawiono na Rys. 87. Podobnie jak w przy-
padku ruchu obrotowego ciata sztywnego, istnieje pewien ustalony

kat nachylenia wektora przyspieszenia do promienia-wektora 7,z.

Rys. 87 Przyspieszenia w ruchu ptaskim

Jednakze - w odréznieniu od sytuacji przedstawionej na Rys. 76b

— tym razem jest to jedynie pewna sktadowa (az, , dp, itd.) ogélnego
przyspieszenia (a ), zwigzana z lokalnym ruchem obrotowym.
Mozna dalej wykazag, ze istnieje na ptaszczyznie XY’ taki punkt S%,
w ktérym przyspieszenie w danej chwili ma wartos¢ zero (Rys. 88).
Punkt ten, przez analogie do chwilowego srodka obrotu nazywa sie
chwilowym sSrodkiem przyspieszen, zas§ miejsce geometryczne
wszystkich takich punktéw®’ na ptaszczyznie ruchu nosi nazwe aksoidy.

% Punkt ten moze naleze¢ do rozpatrywanej figury ptaskiej.
% Linia tgczgca kolejne potozenia chwilowego srodka przyspieszen.
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Rys. 88 Dowdd istnienia chwilowego srodka przyspieszen

Potozenie punktu S na prostej p mozna wyznaczyc¢ z zaleznosci
zapisanej dla odcinka AS:

agy = Ne'ra' (1.149)

i przyjmujac zatozenie, ze catkowite przyspieszenie a5 =0,

Poniewaz zwroty przyspieszen 4. i dsx w punkcie S sg przeciw-
ne, stuszny jest zapis, wynikajgcy z :

0=a, —ag, (1.150)

Stad

’"As:m, (1.151)
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Rys. 89 pokazuje ogdolny sposob wyznaczania chwilowego srod-
ka przyspieszen (S), na przyktadzie omawianego wczesniej przypad-
ku punktow A i B figury ptaskiej.

Rys. 89 Ogélny sposob znajdowania chwilowego srodka przyspieszen
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3. Przyklady zadan z kinematyki
z rozwigzaniami

Przykiad K.1
Sztywny pret o dtugosci L oparto o gltadkg $ciane i gladkg pod-
toge, przy czym w chwili poczgtkowej pret tworzyt z podtogg kat

(Rys. 90). Nastepnie nadano pretowi predkos$¢ vy =const w $rodku

jego dtugosci (punkt B). Przy czym 0, jest stale pionowa do osi preta.
Obliczy¢ predkosé punktéw A i C preta w funkcji kgta @ az do chwili

jego upadku na podfoge®. Dane: L=2m, a =75", v, = 4
S

Rozwigzanie.

Kierunek predkosci O, jest pionowy, a 0. poziomy. Na mocy
twierdzenia o rzutach predkosci mozna zapisac¢

vgcosf=v,cosfB A vycosB=0.cosx

Stad v, =v, 1 v, =vgtga, gdyz cos S =sina.

Rys. 90 Schemat obliczeniowy do przykiadu K.1

% Wtedy U, zmienia kierunek na poziomy.
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Rys. 91 Rozklad predkosci preta

Po podstawieniu do tych wzoréw danych liczbowych dla chwili po-
czatkowej (=0): otrzymuje sie predkosci poczgtkowe punktow Ai C:

Uy =Up :4?, U :4?-tg75° ;14,9?,

za$ predkosci koncowe, dla #=0" wyniosa:

Przykiad K.2

Do kofa o promieniu R=35cm, wykonujgcego ruch obrotowy, przy-
mocowano zakonczony przegubami pret AB o dtugosci 2R (Rys. 92),
ustawiony poczgtkowo nieruchomo w pozycji poziomej. Wyznaczyc¢ za-

lezno$¢ predkosci 0, wodzika od czasu t, jezeli przyspieszenie katowe

d
kofa jest state i wynosi ¢ =1,23 %. Okresli¢ tez catkowitg droge, jakg
pokona wodzik w czasie =9 s.
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2. Elementy kinematyki

Rozwiazanie.

Predkosc¢ liniowa przegubu A jest stale styczna do okregu kota,
a predkos¢ wodzika ma stale kierunek poziomy. Jak pokazano na
Rys. 93, mozna znalez¢ punkt C, bedgcy chwilowym srodkiem ob-
rotu, rysujac linie prostopadte do wektoréw predkosci punktéw A i B

w danym potozeniu uktadu. Wartosc¢ predkosci o, mozna obliczy¢
z zaleznosci:

v, =w-R

przy czym predkos¢ katowg oblicza sie catkujgc przyspieszenie
katowe:

w(t) = jgdt =et+C
Wartosc¢ statej poczatkowej wynika z warunku poczatkowego t=0:
o=0 (pret byt poczgtkowo nieruchomy)

C =0
Funkcja predkosci przegubu A bedzie wiec miata postac:
v, (1) = Ret

W celu obliczenia predkosci wodzika nalezy zapisa¢ pewne za-
leznosci geometryczne, wynikajgce z Rys. 93, Jak wynika z danych

zadania: ‘AB‘ =2R  Stosujgc twierdzenie sinuséw do AOAB mozna za-
pisac:

R 2R

sin § B sin @

Stad zaleznos¢ kata s od czasu:

. 1
P(t) = arcsin [ 2sin o) J
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Rys. 92 Schemat obliczeniowy do przykiadu K.2

Rys. 93 Rozklad predkosci mechanizmu z przyktadu K.2

Odlegtos¢ wodzika od srodka kota zmienia sie w czasie zgodnie
z zaleznoscia:

‘@‘=\/5R2—2R2cosw(t) =R5-2cosg(r), za$ odlegtos¢ punktu B od
chwilowego srodka obrotu wynosi:

‘%‘ = ‘@‘ tgep = Rtgp\/5—2cos ¢(t)

Dtugos$¢ przeciwprostokatnej w AOBC to:
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2. Elementy kinematyki

o] =,/\@r +\ﬁr = JR* (5-2¢0s9(0))(1+18°0(0)) - R 5= 2cosp(0))

cos (1)

Teraz mozna obliczy¢ odlegtos¢ przegubu A od punktu C:

‘E‘zm_RzR{—v(S‘ZCW@)_IJ

coso(t)

Predkos¢ liniowa punktu A zwigzanego z kotem, jest jednocze-
$nie predkoscig jednego z kohcow preta AB, stad:

Ret=w,,

AC
| , przy czym @, to predkos¢ katowa preta AB wokét
chwilowego srodka obrotu C, ktéra wynosi:

Ret &t
Dpp = ‘A_C‘ - J(5—2cos (1)) :
cos (1) -

Mozna teraz zapisac funkcje predkos$ci ruchu postepowego wo-
dzika od czasu:

=~ et Retsin p(t),/5—2cosp(t)
s = Oy |BC| = -Rtgp \/5-2 (t) =
e ‘ {1/(5—2c05(p(t)) —IJ &7 e \J5—2cos (1) —cos p(t)
cos @(t)

Nalezy jeszcze obliczy¢ droge wodzika w czasie =9 s. Droga,

jakg wodzik pokonuje w czasie jednego obrotu kota to s; =4R=1,4m,
_@(t=9s)

Koto w tym czasie wykonuje "=, obrotow®. Funkcje ¢(¢) wy-

znacza sie catkujgc wzgledem czasu wyrazenie na predkos¢ katowg
kota:

% Kat ¢ nalezy podstawi¢ w radianach.
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P(t) = j etdt = %gtz +C,

Stata C,=0, gdyz w chwili poczgtkowej pret AB byt poziomy ({=0:
»=0), stad:

=~ 49,8 rad

t=9

1
t=9s)=—¢t’
o( ) 5

Wynika stad liczba obrotéw kota (n) oraz catkowita droga wodzika

(Ss):

49,8
n=——

=7,90br = sy=n-syp=1lLlm
2z

Koncowe wartosci predkosci katowej kota oraz predkosci linio-
wych punktow A i B Czytelnik obliczy samodzielnie.

Przykiad K.3
Na bebnie o promieniu R zamocowano spiralnie wygietg blache
(Rys. 94). Promien spirali wzrasta o wielko$¢ a w czasie jednego

d
obrotu majgc dang funkcje predkosci katowej =225 wyznaczy¢

e . .. . . S .
rébwnanie ruchu ciezarka o masie m podczepionego w punkcie A,
w zakresie ¢pe<0,27).

Rozwiazanie.
Kat obrotu bebna ¢(f) wynosi

o(t)=[wdt=2t+C,

Stata catkowania dla warunku poczatkowego t=0: ¢ =0 wynosi
C+=0 Stad rozwigzanie szczegolne:

p(t)=2t
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2. Elementy kinematyki

Rys. 94 Schemat obliczeniowy do przyktadu K.3

Wartos¢ promienia spirali w funkcji kata obrotu oblicza sie ze
wZzoru:

a
R@)=r+—-¢
2
Droga obcigznika w funkcji czasu, a zarazem jego rownanie ruchu:

L=y(t)=R(@) ¢ =ro+—. ¢ :2rt+2—at2,
2 V4

Z powyzszego réwnania wynika tez dtugosc¢ spirali (dla ¢ =27):

LQ2r)=2nr+2ma=27(r+a)

Jest to jednoczesnie catkowita dtugos¢ drogi obcigznika.
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Przykiad K.4
Dane sg réwnania ruchu punktu materialnego:

x(t) =2sin” 3t
y(t)=—4cos3t

Przeanalizowac ruch tego punktu; wyznaczy¢ tor punktu; obliczy¢
predkos¢ i przyspieszenie w funkcji czasu.

Rozwiazanie.
1) Tor

W celu wyznaczenia rownania toru nalezy z réwnania ruchu wyru-
gowac czas. W przypadku rownan podanych wyzej mozna skorzystac

z twierdzenia jedynki trygonometrycznej:sin® a +cos* a = 1. Wtedy:
2
SR
2 16
Torem jest wiec parabola o réwnaniu:

1,
X=——=y +2
8y

Rys. 95 przedstawia ogdlny ksztatt toru; nalezy jednak odnies¢
sie ponownie do rownania ruchu, aby wyznaczy¢ rzeczywisty frag-
ment toru — asymptoty x=2, y=+4.

2) Punkt poczatkowy ruchu
Dla t=0 z réwnan ruchu wynika x(0) =0, y(0)=—4, stad A;=(0, 4).

3) Zwrot ruchu w chwili poczgtkowej

Dla t=0: gdy t0 to x(¥)0 ~ y(»)U , a stad wniosek, ze zwrot ru-
chu jest w gére w prawo.
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2. Elementy kinematyki

Rys. 95 Rysunek do przykitadu K.4

4) Predkosc¢

100

5) Przyspieszenie

a, =x=36co0s6t

a,= yoo=36cos3t

a =36+ cos? 6f +cos? 3¢ = 3672 cos? 3¢ —sin® 3¢

190 Podwojenie argumentu funkcji trygonometrycznej oznacza, ze czesto$¢ zmian
v, jest dwa razy wigksza niz v, .
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Przykiad K.5
Obliczy¢ predkosci punktéw A, B, D, E, F, G i H kota wagonu,
toczgcego sie bez poslizgu po ptaskiej poziomej szynie (Rys. 96),

jezeli predkosé osi wagonu w ruchu postepowym wynosi Yo =2O?,
a proporcja promieni kofa to 5:1,2.

r

Rys. 96 Schemat obliczeniowy do przykiadu K.5

Rozwiazanie.

Zadanie to mozna rozwigza¢ miedzy innymi metodg chwilowego
Srodka obrotu; punktem takim jest punkt C. Odkfadajgc z tego punktu
promienie do punktéw, ktérych predkosci majg zosta¢ wyznaczone
(Rys. 97), trzeba nastepnie narysowac wektory predkosci prostopa-
dle do promieni. Zachowujgc proporcje mozna wiec zadanie to roz-
wigzac wykresinie. Ponizej przedstawiono obliczenia analityczne.

v 2r m
A== = v, =20,=40—
v, r s
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2. Elementy kinematyki

Podobnie:

R R R
Y _2FT = v =0, +r:uo(—+1j:442
r s

b, r r

Mozna zauwazy¢, ze:

Vg =0y A U =0

Pozostaje tylko wyznaczyé proporcje odpowiednich odcinkow,
aby obliczy¢ wartosci tych predkosci:

5|~ [B| - v2-
Stad

Up = Uy =\/§UO ;28,3?

Podobnie
[CE| =[cH| - V& +

a po zastosowaniu proporcji

v, v, R 4P R’
Ye _Ue = A
v, U, r r

ostatecznie otrzymuje sie:

R2
Uy =0, = Uy +1 =312 2
r S
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Rys. 97 Rozktad predkosci kota wagonu
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2. Elementy kinematyki

4. Pytania testowe

=

=

=

=

W kinematyce - sity to:

podstawowe przyczyny ruchu
pochodne predkosci
sity nie wystepujg w kinematyce

Naturalny uktad wspétrzednych to:

uktad zwigzany ze styczng i normalng do toru w danym punkcie
uktad bezwtadnosciowy
uktad kartezjanski (prostokatny uktad wspotrzednych)

Predkos¢ liniowa punktu to:

pochodna lokalna predkosci kgtowej
pochodna geometryczna promienia-wektora
pochodna wersora stycznego 7

Hodograf predkosci to inaczej:

tor punktu
wektor prostopadty do promienia-wektora
linia styczna do wektora przyspieszenia

Wektor przyspieszenia mozna zapisa¢ jako pochodnag
wektora predkosci:

zawsze
tylko w ruchu ptaskim
pod warunkiem zerowania sie predkosci katowej

State catkowania w zagadnieniach kinematyki wyznacza
sie z warunkoéow:

rownowagi ciat

poczatkowych

brzegowych

Ruch harmoniczny prosty to:

ruch punktu po okregu
ruch wahadta matematycznego
ruch cykliczny po linii proste;j
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10.

11.

12.

13.

14.

oo

oo

oo

oo

oo

oo

Pulsacja ruchu harmonicznego jest rownowazna z:

czestoscig kotowg
czestotliwoscig
czestoscig

Okres ruchu harmonicznego to:

catkowity czas trwania ruchu
odwrotno$¢ czestosci
odwrotnos¢ pulsaciji

Faza poczatkowa ruchu harmonicznego to:

sktadowa stata argumentu funkcji trygonometrycznej opisuja-
cej ten ruch

potozenie punktu w chwili poczatkowej

warto$¢ poczatkowa sity wywotujgcej ruch

Przyspieszenie punktu w ruchu harmonicznym osigga
wartosci skrajne:

w punktach skrajnych
w Srodku ruchu harmonicznego
przyspieszenie w ruchu harmonicznym jest state

Predkos¢ punktu w ruchu harmonicznym ma wartosé
zero:

zawsze
w potozeniach skrajnych

nigdy
Promien krzywizny linii:

jest prostopadty do tej linii
lezy na binormalnej, w ptaszczyznie linii
ma statg wartosc

Normalna gtéwna to linia:

prostopadta do ptaszczyzny Scisle stycznej
prostopadta do ptaszczyzny prostujgce;j
normalna do ptaszczyzny normalnej

138



2. Elementy kinematyki

15.

16.

17.

18.

19.

20.

oo

oo

oo

oo

oo

Ptaszczyzna $cisle styczna:

jest sladem ptaszczyzny prostujgcej w ptaszczyznie normalnej
jest prostopadta do wersora normalnego
zawiera wersor normalny i wersor styczny

Binormalna to inaczej:

linia normalna zaréwno do ptaszczyzny normalnej, jak i ptasz-
czyzny prostujgcej

Slad ptaszczyzny normalnej w ptaszczyznie prostujgce;j

linia rownolegta do normalnej gtdwnej

Wartos¢ przyspieszenia punktu w ruchu jednostajnym
krzywoliniowym:

wynosi zero
sprowadza sie do wartosci przyspieszenia stycznego
sprowadza sie do wartosci przyspieszenia normalnego

W ruchu obrotowym ciata sztywnego:

predkos¢ katowa jest stata

warto$¢ predkosci liniowej zmienia sie wzdtuz odlegtosci od
osi obrotu

nie wystepuje przyspieszenie Coriolisa

Predkosci dwéch punktow ciata sztywnego w ruchu pfla-
skim:

mogg mie¢ rézne kierunki
sg prostopadte do centroidy
sg sobie réwne

Kierunki wektoréw przyspieszenia punktow ciata sztyw-
nego w ruchu ptaskim:

sg rownolegte dla wszystkich punktow ciata
sg zalezne od fazy poczatkowe;j
sg jednakowe wzdtuz prostej tgczgcej dwa punkty ciata
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Studium przypadku 1.

A. Opis przypadku

Firma ,X” z branzy ogrodniczej chce produkowac lekkie stojaki
choinkowe o zwigkszonej stabilnosci. Rozwazane sg stojaki 3, 4, 5
i 6 ramienne, wykonane ze stali, przy czym firma dysponuje duzg ilocig
prefabrykowanych nézek stalowych. Zauwazono, ze stojaki 3ramienne
bywajg wywrotne, cho¢ majg te zalete, ze nigdy sie nie kotyszg'.

B. Potrzeba - co klient chce zmieni¢

Klient chce wiedzie€, czy w celu zwiekszenia statecznosci stoja-
ka konieczne jest zastosowanie az 5-ciu lub 6-ciu n6zek lub nawet
wiekszej liczby nézek, czy moze wystarczg 47

Rys. CS. 1 Schemat obliczeniowy do przypadku 1 dla stojaka 3ramiennego

C. Rozwigzanie problemu

Opracowano schemat obliczeniowy przedstawiony na Rys. CS. 1,
biorgc pod uwage wymiary tulei srodkowej, stuzgcej do osadzania
w niej drzewka — Srednica zewnetrzna tulei to D=100 mm, a jej wy-
sokos¢ to h=120 mm. Wymiary nozek sprawiajg, ze zewnetrzny pro-
mien stojaka R, liczac od srodka tulei do punktu styku nézki z pod-
togg wynosi 480 mm. Wiadomo tez, ze masa tulei to m=1,2 kg, za$
masa nézki to m,=0,7 kg.

' Sg statycznie wyznaczalne.
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Rys. CS. 2 Schemat obliczerh ramienia momentu prostujagcego

Kat miedzy nézkami oblicza sie z zaleznosci

360°
o=

n

gdzie n to liczba ndzek.
Ramie ,momentu prostujgcego” (momentu zapobiegajacego wy-
wroceniu choinki, Rys. CS. 2) wynosi:

thcosg
2

Stad zaleznos¢ dtugosci ramienia momentu od liczby nézek:

180°

n

h=Rcos

lub w formie bezwymiarowej:

h 180"
— =Cos
R

n
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Wykres tej ostatniej h/R zaleznosci przedstawia Rys. CS. 3. Wyni-
ka z niego, ze najwiekszy ,zysk” ze zwiekszenia liczby nézek jest w za-
kresie do 5 nézek. Dalsze zwiekszanie liczby n6zek mogtoby wptyngc¢
na niekorzystne zwiekszenie masy stojaka, zgodnie ze wzorem:

m=m +n-m,

Odnosny wykres przedstawiono na Rys. CS. 4.

Rys. CS. 3 Wykres zaleznosci dtugosci ramienia momentu prostujacego
od liczby nézek stojaka

Rys. CS. 4 Wykres catkowitej masy stojaka w zaleznosci od liczby nézek
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D. Zalecenia dla klienta

Po konsultacji z klientem uzgodniono, ze catkowita masa stojaka
nie powinna przekraczac 5 kg. Stad, na podstawie powyzszych obli-
czen i wykresow zalecono, aby liczba nézek stojaka nie przekraczata
5, przy czym zastosowanie 4 nézek takze daje zadowalajgcy efekt
poprawy statecznosci stojaka. Mianowicie, zwiekszenie liczby nézek
z 3 do 4 zwieksza ramie momentu prostujgcego h o 41,4%, za$ do-
danie kolejnej, piatej nézki — 0 61,8% w stosunku do n=3. Zalecono
wiec ostatecznie stosowanie 5-ciu nézek przy ponadprzecietnie wy-
sokich choinkach (powyzej 2 m wysokosci).



Studium przypadku 2.

A. Opis przypadku

Firma ,Y” z branzy budowlanej chce wykorzysta¢c do budowy
wiezby dachowej hal produkcyjnych belki stalowe o niesymetrycznym
ksztatcie wzgledem osi Z (Rys. CS. 5). Dtugosc¢ belek jest odpowied-
nia, ale ze wzgledu na wymagania dotyczgce tzw. ptaskiego zginania
nalezy zapewni¢ minimalne naprezenia od zginania w dolnej sciance
zamknigtego profilu (kolor czerwony).

B. Potrzeba - co klient chce zmieni¢

Firma dysponuje duzg iloscig ptaskownika o przekroju 80x6 mm,
ktérego chce uzy¢ do zmodyfikowania przekroju, przy jak najmniej-
szym przyroscie masy profilu.

Dane: a=30 mm, b=80 mm, h=60 mm, g=10 mm.

Rys. CS. 5 Przekroj belki stalowej przed modyfikacja
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C. Rozwigzanie

Mowigc jezykiem mechaniki, klient potrzebuje zapewni¢ zero-
wg wartos¢ momentu statycznego danego profilu wzgledem osi Z,
pokrywajgcg sie z poziomg (wzdtuzng) osig symetrii Scianki zazna-
czonej kolorem czerwonym. Ograniczeniem jest ksztalt i wymiary
posiadanego ptaskownika 80x6 mm. Nalezy wiec zaproponowac
odpowiednie ustawienie i odsadzenie ptaskownikow 80x6 mm
wzgledem osi Z.

Moment statyczny figury ptaskiej powyzej osi Z (z wytgczeniem
dolnego czerwonego pasma)? wynosi:

h—
SE :bhg—(b—Zg)(h—g)( 2g) =80-60-30—60-50-25 = 69000 mm’

Ponizej osi Z znajdujg sie dwie krotkie scianki profilu, o wymia-
rach a x g, ktorych tgczny moment statyczny to:

S8 :2ag%:2-30-10-15:9000mm3

Jak wida¢, moment statyczny czesci dolnej jest niewystar-
czajgcy, aby zréwnowazy¢ moment czesci gornej profilu. Na-
lezy wiec okreslic potozenie ptaskownika 80x6 mm w odlegto-
Sci od osi Z, tak aby zwiekszy¢ moment statyczny czesci dolnej

0 ASy =5% — Sy =69000—9000 = 6000 mm”.

Zaproponowano klientowi 3 konfiguracje zmodyfikowanego
profilu stalowego, wzmocnionego przez dospawanie ptaskownika
80x6 mm, opisane nizej*.

1) Konfiguracja 1. — Rys. CS. 6
Przy takim ustawieniu ptaskownika 80x6 mm (zielony) nie ma moz-
liwosci regulacji odsadzenia ey, ale zwiekszenie masy jest nieduze.

2 Pasmo ($cianka) nalezy w rownym stopniu do czesci gornej (nad osig Z), jak
i dolnej pierwotnego profilu — jest wiec symetryczna wzgledem osi Z. W zwigz-
ku z tym jej wktad do momentu statycznego wzgledem osi Z jest zerowy.

3 Wszystkie opisane konfiguracje muszg by¢ symetryczne wzgledem osi Y.
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Uzyskane w ten sposob zwiekszenie wartosci momentu statyczne-

go AS; bytoby jednak mniejsze od warto$ci wymaganej, zgodnie ze
wzorem:

AS, =80«6~(8—20+§j=21600mm3 <AS!

Rys. CS. 6 Konfiguracja 1. zmodyfikowanego profilu stalowego
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2) Konfiguracja 2. — Rys. CS. 7
W rozpatrywanej konfiguracji rowniez nie ma mozliwosci regulaciji
odsadzenia, ale utworzytby sie korzystny, z punktu widzenia klienta,

profil zamkniety. Dla takiego profilu przyrost momentu statycznego
WYNOSiI:

AS, =80-6-(g+aj=15840mm3 <ASS

Tym bardziej wiec przyrost momentu okazat sie niewystarczajgcy.

Rys. CS. 7 Konfiguracja 2. zmodyfikowanego profilu stalowego
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3) Konfiguracja 3. — Rys. CS. 8
W tej konfiguracji przyrost momentu statycznego mozna regulo-
wac odsadzeniem ey:

L, __AS{ 60000
¥ 2.80-6 960

=62,5mm

Obliczona wartos¢ odsadzenia jest mozliwa do zrealizowania
przy zadanych wymiarach elementow.

Rys. CS. 8 Konfiguracja 3. zmodyfikowanego profilu stalowego
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D. Zalecenia dla klienta

Wskutek przeprowadzonej analizy stwierdzono, ze mozliwe jest
uzyskanie zgdanej charakterystyki przekroju (momentu statycznego)
profilu stalowego, przy zastosowaniu posiadanych przez klienta pta-
skownikow i rozmieszczeniu ich (przyspawaniu) w potozeniu okreslo-
nym w konfiguracji 3.



Studium przypadku 3.

A. Opis przypadku

Firma ,Z” z branzy spozywczej uzywa tasmociggu transportujg-
cego tekturowe paczki z towarem z predkoscig u,=3 m/s. Masa pa-
czek zawiera sie w zakresie 5-22 kg. Na koncu tasmociggu przez
12 godzin dziennie muszg pracowac¢ dwie osoby odbierajgce towar
i przektadajgce na linie do paletowania.

B. Potrzeba - co klient chce zmieni¢

Klient chce zaprojektowacC wylot z tasmociggu, kierujgcy towar
bezposrednio na linie do paletowania, wykonany z blachy nierdzew-
nej tak, aby predkos¢ paczek na wylocie nie przekraczata u=3 m/s,
przy dtugosci wylotu s=1,5 m. Niedopuszczalne jest przy tym zatrzy-
mywanie sie paczek na blasze.

C. Rozwiazanie

Zadanie sprowadza sie zasadniczo do obliczenia kgta nachylenia
do poziomu (a) ptaszczyzny wylotowej przy podanych wyzej zatoze-
niach. Wskutek pomiaréw wtasnych ustalono, ze wspoétczynnik tarcia
kinetycznego tektury o blache nierdzewng wynosi okoto '=0,23. Na
Rys. CS. 9 przedstawiono schemat obliczeniowy, na podstawie kto-
rego mozna zapisa¢ nastepujgce rownania rownowagi:

EZFx =-T+Gsina = mx

i
i=1
’

E.y =N-Gcosa=0

i=1

przy czym T = u'N (tarcie kinetyczne).

Ze wzgledu na deklarowang mase paczek: me<5, 22> kg, ich
ciezar zawiera sie w przedziale Ge<49,1, 215,8> N. Z podanego wy-
zej rébwnania réwnowagi sit wzgledem osi Y wynika, ze N =Gcosa
, CO sugeruje, ze wartosc sity nacisku paczki na powierzchnie wylotu
(rownie pochytg), a w konsekwencji rowniez sity tarcia (T) zalezy od
dwu zmiennych: masy paczki (m) oraz kata pochylenia wylotu (a).
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Natomiast scatkowanie wzgledem czasu pierwszego rownania
rownowagi daje ogolne wyrazenie na predkos¢ paczki wzdtuz wylotu

x=g(sina—y'cosa)t+C,

Kolejne catkowanie pozwala uzyska¢ wyrazenie na droge paczki
w funkcji czasu:

x= %g(sin a—u' cosa)t’ +Cit+C,

State catkowania dla zadanych warunkéw poczgtkowych
(t=0: *=u,=uo, x=0) wynoszg Ci=uo, C,=0, a wtedy wyrazenie na
predkos¢ paczki wzdtuz wylotu przyjmuje postac:

v, (t)=g(sina —u'cosa)t+v, lub v (1) = gd(a)t +v,

po wprowadzeniu oznaczenia A(a)=(sina — ' cosa) -

Rys. CS. 9 Schemat obliczeniowy wylotu z tasmociagu
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Wartos¢ predkosci paczki zostata ograniczona do 3 m/s, co przy

predkosci poczatkowej v, =0,5m/s daje warunek na maksymaing
wartos¢ kata pochylenia wylotu:

max (g(sina — u' cos )t = 2,5 m/s)
albo

5m/s
g

. 2,
(sina — ' cosa)t <

W celu rozwigzania tej nierownosci trygonometrycznej nalezy
wpierw obliczy¢ czas slizgu w nastepujgcy sposob.
Funkcja potozenia paczki w czasie (wzdtuz wylotu) to

1 . 1
x(t)= Eg(sm a— ' cosa)t’ +u,t lub x(t) = 5gA(a)t2 +0,t

Pamietajgc, ze droga $lizgu wynosi s=1,5 m mozna obliczy¢ czas
Slizgu z réwnania kwadratowego:

1 1
5= EgA(O()t2 +u,t lub EgA(OK)t2 +0t—s=0

Wyroznik tego tréjmianu to

A=uv; +2gA(a)s

Jego wartos¢ nie moze by¢ ujemna

A>0,

stad wartos¢ minimalna kata nachylenia wylotu wynosi:

min(a) >12,5°%,
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Natomiast czas slizgu, jako nieujemny pierwiastek podanego wy-
zej tréjmianu

o, VA

)

Wstawiajgc otrzymane wyrazenie do przedstawionej wyzej nie-
réwnosci trygonometrycznej otrzymuje sie warunek:

JA<3mis = A<9m?/s

i dalej

v +2gA(a)s <9 m’/s’

Stad
2,2 2

) <220 997
2gs

czyli

sina — ' cosa 0,297

Przy 1'=0,23 nieréwnosc¢ ta jest spetniona dla kata o <30°.

D. Zalecenia dla klienta

Zalecono klientowi zastosowanie kata pochylenia wylotu w gra-
nicach od 12,5 do 30 stopni, przy czym zastrzezono, ze wartosci te
mogg sie zmieni¢ w zaleznosci od wspotczynnika tarcia kinetyczne-
go. Dlatego przy zmianie opakowan nalezatoby ponownie wyznaczy¢
ten wspétczynnik.
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A. Opis przypadku

Firma ,Z” z branzy lotniczej planuje remont dachu hali produkcyj-
nej. Wiezba dachowa wykonana jest z 11 dzwigarow kratownicowych
przedstawionych na Rys. CS. 10. Kratownica jest wykonana w cato-
Sci z ksztattownikow stalowych.

Rys. CS. 10 Dzwigar kratownicowy hali przemystowej

B. Potrzeba - co klient chce zmieni¢

Ze wzgledu na uszkodzenia mechaniczne (wygiecie, korozja)
pretow dolnych klient zastanawia sie, czy mozna je zastgpic¢ linami
lub pretami gwintowanymi, aby dodatkowo wyptaszczy¢ potacie nie-
co sfatygowanego dachu.

C. Rozwiazanie

W celu odpowiedzi na pytanie o zastgpienie pretow dolnych li-
nami itp. utworzono schemat obliczeniowy dzwigara, w postaci kra-
townicy przedstawionej na Rys. CS. 11. Zgodnie z procedurg rozwig-
zywania kratownic ptaskich sprawdzono wpierw warunek statycznej
wyznaczalnosci kratownicy:
* liczba weztow w=6,
* liczba pretow p=9,
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warunek p=2w-3 jest wiec spetniony — kratownica jest statycznie
wyznaczalna, tzn. mozna obliczy¢ sity we wszystkich pretach.

Nastepnie okreslono dtugosci poszczegolnych pretow:
i -[B -

1|A_c
2

= c0s30° = |E|;o,577L
AE

| 5] <9 - ] - |- - o

Rys. CS. 11 Schemat obliczeniowy kratownicy

Kolejnym etapem obliczen byto wyznaczenie reakcji podpor. Ze
wzgledu na obcigzenie kratownicy wytgcznie sitami pionowymi (pta-

ski ukfad sit rownolegtych) przyjeto R,, =0. Pozostate dwie reakcje
obliczono zrownan réwnowagi statyczne;j:

Y F =R, +R,—-5P=0
i=1

: L L
> M, =—P-5—P-L—P37—P-2L—RBL=O
i=1
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Stad

5
RB :EP

Obie reakcje maje takg samg wartos¢, ze wzgledu na symetrie
geometryczng dzwigara oraz symetrie obcigzenia. Mozna dzieki

temu przyspieszyc¢ takze obliczenia sit w pretach, gdyz

R

Ay:

S =5,,8=S,5=8 rS =S,

Wyznaczenie sit w pretach mozna rozpocza¢ od wezta A:
ZFix =5, -c0s30"+ S5, =0

i=1

D F, =S,-sin30"+R, —P=0
i=l1

Stad
NG

S,=-3P* za$ §, =37P;2,6P

W nastepnej kolejnosci mozna rozwigzaé wezet E:
ZFix =—38,-c0830" +§, -cos30° +S; - cos30° =0
i=1

y

1

FE,=—P-S§,-sin30" + S, -sin30" +S; -sin30° =0
=1

Rozwigzaniem powyzszego uktadu rownan sg sity

S,=-2P ; S;=-P

Znajgc sity w pretach nr 8 i 6, a wiec takze w pretach 4i 9 (ze
wzgledu na symetrie uktadu) mozna wyznaczy¢ site w precie srodko-
wym (nr 5), rozpatrujgc rownowage wezta D:

4 Znak minus oznacza, ze dany pret jest Sciskany.
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D F, =—58,-c0s30" +8, - cos30" =0
i=1

D F,=-P-58-sin30" -8, -sin30"~ ;=0
i=1

Pierwsze réwnanie dowodzi stusznos$ci przyjecia zasady symetrii
— wynika z niego bowiem, ze S, S,. Drugie rownanie daje wartosc
szukanej sity w precie nr 5: S, =-2P

Przeprowadzone obliczenia pokazaly, ze wiekszos¢ pretow
w kratownicy (dzwigarze) jest Sciskana (ujemne wartosci sit we-
wnetrznych). Jednakze sity w dolnych pretach — nr 1 i 2 sg dodatnie:
S, =S,=2,6P, a wigc prety te sg rozciggane i jako takie mogg byc¢
zastgpione linami (ciegnami).

D. Zalecenia dla klienta

Wskutek przeprowadzonej analizy statycznej stwierdzono, ze
klient moze zastgpi¢ dolne prety w dzwigarach dachu hali produkcyj-
nej elementami pracujgcymi jedynie na rozcigganie (ciegna w postaci
lin itp.), o ile wykonane zostang stosowne obliczenia wytrzymatoscio-
we tych elementéw przy zatozonym obcigzeniu dachu.
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A. Opis przypadku

Firma ,Z” z branzy budowlanej otrzymata zlecenie na wykonanie
bramy wjazdowej na cmentarz komunalny. Brama sktada sie z dwoch
skrzydet, zawieszonych na 2 zawiasach kazde (Rys. CS. 12). Masa
jednego skrzydta to m=500 kg, wysoko$¢ catkowita skrzydta H=5,5m,
szeroko$¢ B=3,1 m; wysokos¢ gérnego zawiasu h=2,8 m.

B. Potrzeba - co klient chce zmienié¢

Ze wzgledu na koniecznos¢ zamocowania na dole bramy napedu
klient chce przesungé dolny zawias w gore. Powstato pytanie, jak
wysoko mozna przesung¢ dolny zawias?

C. Rozwiazanie

Zadanie sprowadza sie do obliczenia maksymalnej wartosci wy-
miaru a (Rys. CS. 12), przy zatozeniu, ze oba zawiasy majg minimum
trzydziestoprocentowy zapas nosnosci®.

Rys. CS. 12 Wymiary skrzydta bramy wjazdowej

Oczywiscie a nie moze przekroczy¢ wartosci h, nawet jesli zawia-
sy potraktuje sie jako punkty elementy o znikomo matych wymiarach,
w stosunku do gabarytéw skrzydta.

5 Oznacza to, ze mozliwe jest bezpieczne zwiekszenie sit dziatajgcych na kazdy
zawias 0 30%.
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Analiza statyczna — réwnowagi sit dziatajgcych na skrzydto zosta-
ta przeprowadzona dla dwu skrajnych potozen:
1) brama (skrzydto) zamknieta — Rys. CS. 13,
2) brama w petni otwarta — skrzydto obrécone o 90°, Rys. CS. 14.
W potozeniu zamknietym skrzydto bramy znajduje sie w ptasz-

czyznie XY przyjetego uktadu odniesienia. Rownania rownowagi sit
sg nastepujgce:

Zn:F;x :RAX _RBX :0
i=1

;Fiy =R, —-G=0
iMiBz —G-b—R,, -(h—a)=0

i=1
Wynika stad, ze:

G-b
h—a

RAX = RBx’ RBy = G A RAx =

Rys. CS. 13 Schemat obliczeniowy nr 1) do przypadku 5.
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Widac¢, ze zwiekszanie wysokosci potozenia dolnego zawiasu
(wymiar a) prowadzi do wzrostu wartosci reakcji poziomych w obu
zawiasach.

Rys. CS. 14 Schemat obliczeniowy nr 2) do przypadku 5.

Gdy brama jest w petni otwarta, skrzydto znajduje sie w ptasz-
czyznie YZ. Rownania rownowagi sit majg wowczas postac:

iF;y :RBy -G=0
in1

ZF;y:RAZ_RBZZO ’

i=1

Y My =R, (h-a)+G-b=0
i=1

stgd wartosci reakcji wynosza:

G-b
h—a

R, =R;,, R, =G AN R, =
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Ponownie — zwiekszanie wymiaru a skutkuje wzrostem wartosci
reakcji poziomych w zawiasach.
Mozna ogdlnie zapisac:

Jezeli dopuszczalna wartosc¢ reakcji wzdtuz osi X oraz Z moze
zosta¢ zwiekszona o 30%, jak wspomniano wyzej, to mozna posta-
wiC warunek:

Wynika z niego, ze

Gb 3. Gb
h—a h
i dalej
1 L3
< = 13-(h-a)2h = 0,3-h=13-a

h—a h

Ostatecznie

a< 0.3, =~0,23-h
L,3

D. Zalecenia dla klienta

W wyniku przeprowadzonych obliczen statycznych zalecono
klientowi, aby wartos¢ przesuniecia zawiasu w gore nie przekracza-
ta a=60 cm. Zasugerowano tez wykonanie sprawdzajgcych obliczen
wytrzymatosciowych, z uwzglednieniem rzeczywistych wymiarow za-
wiasow.
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Z recenzji:

Mechanika jest dziatem fizyki obejmujgcym ruch ciat materialnych. Zajmuje sie ona
ustalaniem praw ruchu ciat materialnych, a takze zastosowaniem tych praw do opisu
niemal wyidealizowanych schematéw ciat rzeczywistych (typu punkt materialny, bryta
doskonale sztywna itp.). Zas mechanika techniczna stanowi zbiér zagadnien z mechaniki
ciat i punktow materialnych przystosowany dla potrzeb techniki.

(...) Podrecznik zawiera syntetyczny wykiad przedmiotu, w ktérym niemal kazda strona
zawiera przypisy w formie komentarzy, majgce za zadanie utatwi¢ studentowi gtebsze
zrozumienie praw mechaniki. (...) Ponadto omawiane tresci poparte sg duzg iloscia grafiki,
ufatwiajgcej zrozumienie przytaczanych poje¢ i praw. Przekazane w tak przystepnej
formie informacje (wektory, wizualizacje, komentarze w formie przypisow itp.), tatwiej
trafiajg do odbiorcy. Duzg warto$¢ podrecznika stanowi druga czes$c¢, gdzie prezentowane
rozwigzania studium przypadkéw sg zrealizowane na podstawie zleconych prac
z przemystu, co dodatkowo pokazuje praktyczny aspekt wykorzystania praw wynikajgcych
z mechaniki, szczegdlnie na studiach o profilu praktycznym.
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